La conjectura de Sato-Tate by Altarriba Fatsini, Marta
  
Títol: La conjectura de Sato-Tate 
 
Autor: Marta Altarriba Fatsini 
 
Director: Óscar Rivero Salgado 
 
Departament: Departament de Matemàtiques 
 
Convocatòria: 2018-2019 
 
Grau en Matemàtiques 
La conjectura de Sato–Tate
Marta Altarriba Fatsini
2019
2
I´ndex
Introduccio´ 5
1 Motivacio´: alguns resultats cla`ssics d’equidistribucio´ 9
1.1 Preliminars algebraics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Teorema de Chebotarev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2 Teorema de Hasse 15
2.1 Exemple senzill: les co`niques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Corbes el·l´ıptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Demostracio´ del teorema de Hasse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Mo`dul de Tate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3 Se`ries L 23
3.1 Se`rie L d’un cara`cter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Se`rie L d’una corba el·l´ıptica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Equidistribucio´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4 Relacio´ amb equidistribucio´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4 La conjectura de Sato–Tate 35
4.1 Multiplicacio´ complexa en corbes el·l´ıptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Sato–Tate per a corbes el·l´ıptiques amb CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.3 Sato–Tate per a corbes el·l´ıptiques sense CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.4 Formulacio´ axioma`tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
5 Generalitzacio´ per a varietats abelianes 43
5.1 Varietats abelianes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.2 La conjectura de Sato–Tate per a varietats abelianes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.3 Sato–Tate en teoria de grups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
Bibliografia 49
3
4 I´NDEX
Introduccio´
Donada una corba qualsevol, un problema cla`ssic e´s comptar el seu nombre de punts sobre un cos
finit. E´s a dir, si C e´s corba definida per un polinomi f(x, y), trobar el nombre
Np := #C(Fp) = #{(a, b) ∈ F2p | f(a, b) = 0}.
Per exemple, per a les co`niques e´s senzill trobar una parametritzacio´ de la corba i comptar
directament el nombre de solucions en Fp. Pero` per a la majoria de corbes, el ca`lcul de Np no e´s
gens trivial.
Un cas interessant e´s el de les corbes el·l´ıptiques, que prenent el seu model af´ı podem veure com
corbes planes cu´biques no singulars de la forma
E : y2 = x3 +Ax+B.
Un dels motius pels quals les corbes el·l´ıptiques so´n tan importants e´s que tenen estructura de grup.
L’estudi d’aquest tipus de corbes te´ diverses aplicacions en criptografia i en la teoria de nombres.
Un bon exemple d’aixo` e´s la relacio´ que tenen amb el famo´s u´ltim teorema de Fermat, que diu que
per a m ≥ 3, no existeixen solucions enteres de l’equacio´
xm + ym = zm
amb x, y, z diferents de zero. La clau de la demostracio´ d’aquest teorema (Wiles, 1995) e´s un resultat
sobre modularitat de corbes el·l´ıptiques.
Respecte els nombres Np, resulta me´s natural estudiar el nombre de punts de la projectivitzacio´
de la corba, que fent un petit abu´s de notacio´, denotarem tambe´ com Np. Calcular-lo expl´ıcitament
per a una corba el·l´ıptica arbitra`ria e´s dif´ıcil, no obstant, se’n coneix una fita:
Teorema (Hasse). Si Np e´s el nombre de punts d’una corba el·l´ıptica sobre Fp, aleshores
|Np − p− 1| ≤ 2√p.
Per altra banda, podem pensar el problema globalment i estudiar quin valor pren Np segons el
primer p. Aix´ı doncs, ens formulem la segu¨ent pregunta: com es distribueix la successio´ dels nombres
Np?
En teoria de nombres, e´s habitual estudiar qu¨estions que tracten la distribucio´ d’uns valors de-
terminats. Un resultat cla`ssic i molt important en aquest a`mbit, e´s l’anomenat teorema de Dirichlet :
Teorema (Dirichlet). Sigui n un enter positiu fixat, i 1 ≤ a ≤ n un enter tal que (a, n) = 1.
Existeixen infinits primers p ≡ a mod n, i el l´ımit
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | p ≡ a mod n}
#{1 ≤ p ≤ N}
existeix i val 1φ(n) , on φ e´s la funcio´ d’Euler.
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Dit d’una altra manera, els nombres primers estan equidistribu¨ıts respecte les classes mo`dul n
coprimeres amb n. La paraula equidistribucio´, com ens podem imaginar, fa refere`ncia a que el
nombre de termes d’una successio´ que pertanyen a un interval depe`n u´nicament de la longitud
d’aquest interval.
Un altre exemple representatiu sobre equidistribucio´, e´s el teorema de Chebotarev. E´s un resultat
que, en termes de polinomis, respon a la pregunta segu¨ent: si tenim un polinomi mo`nic irreductible
amb coeficients enters, quina e´s la seva factoritzacio´ sobre Fp[x]? El teorema ho relaciona amb el
grup de Galois del polinomi en qu¨estio´, i diu que e´s consequ¨e`ncia d’un resultat d’equidistribucio´
sobre les classes de conjugacio´ del seu grup de Galois.
De fet, el concepte d’equidistribucio´ es pot definir me´s generalment parlant de mesures. En el cas
del teorema de Dirichlet, la mesura utilitzada e´s la de comptar habitual, pero` podem considerar-ne
qualsevol.
Definicio´. Siguin X un espai compacte Hausdorff i C(X) l’espai de Banach de les funcions f :
X → C amb la norma del suprem. Una successio´ (xi) ⊂ X e´s equidistribu¨ıda respecte la mesura µ,
o µ-equidistribu¨ıda, si per a cada f ∈ C(X),
µ(f) = lim
n→∞
1
n
n∑
i=1
f(xi).
Tornant al nostre problema, la resposta a quina e´s la distribucio´ dels Np per a una corba el·l´ıptica
la do´na la conjectura de Sato-Tate. Si E e´s una corba el·l´ıptica i considerem els nombres
xp :=
p+ 1−Np√
p
,
que pel teorema de Hasse sabem que es troben en l’interval [−2, 2], aleshores la successio´ (xp) e´s
equidistribu¨ıda en [−2, 2].
La mesura per la qual (xp) e´s equidistribu¨ıda varia segons les caracter´ıstiques de la corba E. La
propietat que la determina e´s la multiplicacio´ complexa (CM), que fa refere`ncia a la mida de l’anell
d’endomorfismes de la corba. Direm que una corba el·l´ıptica E te´ CM si End(E) e´s estrictament me´s
gran que Z, i que no en te´ si End(E) ∼= Z. Per als diferents casos, tenim les segu¨ents formulacions
de la conjectura de Sato–Tate:
 Si la corba te´ CM, tenim dos possibilitats: si el cos de definicio´ conte´ el de multiplicacio´
complexa, la successio´ (xp) esta` equidistribu¨ıda en [−2, 2] respecte la mesura
µCM =
1
pi
dz√
4− z2 ;
altrament, respecte la mesura
1
2
δ0 +
1
2
µCM,
on δ0 e´s la delta de Dirac en el zero.
 En canvi, si la corba no te´ multiplicacio´ complexa, se satisfa`
lim
N→∞
#{p ≤ N | xp ∈ [a, b]}
#{p ≤ N} =
1
2
∫ b
a
√
4− t2dt.
7L’objectiu principal d’aquest treball e´s entendre la conjectura de Sato–Tate. Esta` estructurat en
cinc cap´ıtols, amb els continguts segu¨ents:
1. En primer lloc, veurem els dos exemples de resultats d’equidistribucio´ esmentats per motivar
la conjectura de Sato–Tate: el teorema de Dirichlet i el teorema de Chebotarev. Per poder
entendre be´ el segon, cal una breu introduccio´ a la teoria de nombres algebraica per, en poques
paraules, generalitzar la propietat dels enters de factoritzar en nombres primers.
Un dels motius pels quals es va desenvolupar aquesta teoria, com hem vist abans en el cas
de les corbes el·l´ıptiques i la modularitat, e´s per demostrar l’u´ltim teorema de Fermat. Un
altre dels motius e´s per calcular grups de Galois de polinomis. El teorema de Chebotarev ens
permet, fent servir les descomposicions d’un polinomi al reduir-lo sobre diferents cossos finits,
determinar el seu grup de Galois.
En aquest cap´ıtol, parlarem d’anells d’enters, de la descomposicio´ en ideals primers, introdui-
rem l’element de Frobenius i veurem algunes de les seves propietats. Llavors, enunciarem el
teorema de Chebotarev i veurem l’aplicacio´ que te´ en la descomposicio´ de polinomis estudiant
tres exemples: una extensio´ quadra`tica, una cu´bica i la cicloto`mica.
2. En el segon cap´ıtol, comenc¸arem veient amb detall com comptar el nombre de punts d’una
co`nica exemplificant-ho amb la circumfere`ncia. Tot seguit, definirem les corbes el·l´ıptiques
sobre un cos k, de manera projectiva i af´ı, i n’estudiarem les possibles reduccions sobre els
cossos finits Fp, la llei de grup i l’anell d’endomorfismes.
En concret, pararem especial atencio´ a l’endomorfisme de Frobenius, que per a una corba
el·l´ıptica E definida sobre un cos k e´s
φq : E(k) −→ E(k)
(x, y) 7−→ (xq, yq),
i relacionarem algunes de les seves propietats amb el grup de Galois Gal(k/k). Aleshores,
enunciarem el teorema de Hasse, i despre´s d’un seguit de lemes, el demostrarem.
Per acabar, construirem el mo`dul de Tate: un objecte que servira` per relacionar Np amb els
nombres Npr , per a tot enter r ≥ 1.
3. A continuacio´, introduirem les se`ries L. En general, so´n uns objectes associats a una represen-
tacio´ de Galois, un morfisme d’un grup de Galois d’un cos a un grup de matrius, i permeten
entendre millor l’estructura del grup de Galois absolut Gal(Q/Q). Les se`ries L i les seves ex-
tensions anal´ıtiques, les funcions L, es poden relacionar amb objectes geome`trics pero` tambe´
amb d’altres anal´ıtics. Actualment, l’estudi d’aquestes funcions i les seves possibles relacions
e´s un dels grans temes de la teoria de nombres.
En el nostre context, so´n especialment rellevants perque` so´n les eines que s’utilitzen per de-
mostrar la conjectura de Sato–Tate. En el cap´ıtol 3, comenc¸arem parlant de cara`cters i de les
seves se`ries L associades, i les farem servir per demostrar el teorema de Dirichlet. Llavors,
explicarem quina relacio´ tenen amb les corbes i ens definirem la funcio´ L associada a una corba
el·l´ıptica.
L’altra idea important del cap´ıtol e´s el concepte d’equidistribucio´. El presentarem amb ri-
gor i comentarem alguns resultats ba`sics connectats amb els cara`cters i les se`ries L vistos
anteriorment.
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4. El quart cap´ıtol conte´ la part central del treball, l’enunciat i demostracio´ de la conjectura
de Sato–Tate. Primer de tot, explicarem amb detall que` e´s la multiplicacio´ complexa per a
una corba el·l´ıptica. Despre´s, demostrarem la conjectura per a una corba el·l´ıptica amb CM
utilitzant les eines presentades al tercer cap´ıtol, distingint dos casos: la corba te´ CM sobre el
cos de definicio´ k o sobre un cos no contingut en k. Obtindrem dues mesures per les quals la
successio´ de valors ap := p+ 1−Np normalitzada e´s equidistribu¨ıda respectivament.
Un cop vist el cas de les corbes amb multiplicacio´ complexa, veurem l’altre cas. Quan la corba
no te´ CM, en la demostracio´ de la conjectura de Sato–Tate es fan servir unes matema`tiques
d’un nivell me´s elevat, i per aquest motiu, veurem simplement una idea general de la prova pas
a pas. En particular, parlarem per sobre de formes modulars i del teorema de modularitat.
Al final del cap´ıtol, enunciarem la conjectura en termes de grups: definirem el grup de Sato–
Tate d’una corba el·l´ıptica i explicarem com calcular-lo per, d’aquesta manera, recuperar els
resultats demostrats anteriorment.
5. En el darrer cap´ıtol, generalitzarem la conjectura per a varietats abelianes, ja que les corbes
el·l´ıptiques en so´n un cas particular (dimensio´ 1). Per comenc¸ar, les definirem i els hi associ-
arem un grup de Sato–Tate reproduint el procediment seguit en el cap´ıtol 4, i enunciarem la
conjectura de Sato–Tate per a varietats abelianes en general.
A continuacio´, estudiarem la conjectura de Sato–Tate des del punt de vista de la teoria de grups.
El nostre objectiu e´s resoldre el problema de classificacio´ segu¨ent: volem trobar els grups que
poden ser grups de Sato–Tate per a una varietat abeliana determinada. Per aconseguir-ho,
ens definirem dos grups molt relacionats amb el grup de Sato–Tate: el grup de Mumford–Tate
i el grup de Hodge.
Llavors, enunciarem la conjectura de Mumford–Tate, que fa refere`ncia als dos grups esmentats,
demostrada u´nicament en dimensions baixes. Presentarem els axiomes de Sato–Tate, unes
condicions que s’espera que satisfaci el grup de Sato–Tate d’una varietat abeliana. Veurem
que en dimensio´ 1, el problema de classificacio´ es redueix a l’estudi fet al final del cap´ıtol 4,
comentarem la solucio´ coneguda en dimensio´ 2, i per a dimensions me´s altes veurem que el
problema continua obert. Com a u´ltim resultat, me´s general, veurem que si la conjectura de
Mumford–Tate es compleix, aleshores el grup de Sato–Tate d’una varietat abeliana satisfa` els
axiomes de Sato–Tate.
Cap´ıtol 1
Motivacio´: alguns resultats cla`ssics
d’equidistribucio´
La conjectura de Sato–Tate e´s un resultat d’equidistribucio´, e´s a dir, ens diu com unes quantitats de-
terminades estan distribu¨ıdes asimpto`ticament. Per motivar-lo, veurem altres resultats importants
d’equidistribucio´.
Un primer exemple important en l’aritme`tica e´s el teorema de Dirichlet:
Teorema 1.1 (Dirichlet). Sigui n un enter positiu fixat, i 1 ≤ a ≤ n un enter tal que (a, n) = 1.
Existeixen infinits primers p ≡ a mod n, i el l´ımit
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | p ≡ a mod n}
#{1 ≤ p ≤ N}
existeix i val 1φ(n) , on φ e´s la funcio´ d’Euler.
E´s a dir, els nombres primers estan equidistribu¨ıts entre les diferents classes mo`dul n que so´n co-
primeres amb n. Me´s endavant, un cop haguem parlat de se`ries L, veurem una idea de la demostracio´
d’aquest teorema.
Una generalitzacio´ d’aquest resultat e´s el teorema de Chebotarev. En aquest cap´ıtol introduirem
els conceptes de teoria de nombres algebraica necessaris per poder enunciar-lo, i en veurem algunes
aplicacions.
1.1 Preliminars algebraics
Els resultats d’aquesta seccio´ es poden trobar demostrats en qualsevol llibre introductori de teoria
de nombres algebraica, com per exemple [12], [17] o [26].
Sigui k una extensio´ finita de Q, i considerem el seu anell d’enters
Ok := {α ∈ k | ∃f ∈ Z[x] mo`nic tal que f(α) = 0}.
Teorema 1.2. Ok e´s un domini de Dedekind, i.e.,
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1. e´s ı´ntegrament tancat, e´s a dir, la clausura entera en el cos de fraccions e´s ell mateix,
2. e´s noetheria`, i
3. tot ideal primer diferent del 0 e´s maximal.
Corol·lari 1.3. Tot ideal a 6= 0 de Ok es pot descomposar com a producte d’ideals primers a =
p1 · · · pr de manera u´nica llevat ordre. A me´s, els primers pi so´n exactament els ideals primers de
Ok que contenen a.
Tenim doncs que, tot i que en general Ok no e´s un domini de factoritzacio´ u´nica, hi ha descom-
posicio´ u´nica en producte d’ideals primers.
Considerem ara una extensio´ finita L/k, el seu anell d’enters OL, i p un ideal primer de Ok.
Tenim que pOL e´s un ideal de OL, per tant te´ una descomposicio´ pOL = Pe11 · · ·Pegg , on Pi so´n els
ideals primers (diferents) de OL que contenen p.
Definicio´ 1.4. Per a un primer p, considerem la descomposicio´ anterior. L’´ındex de ramificacio´ de
Pi e´s l’exponent ei, i el grau d’ine`rcia de Pi e´s el grau de l’extensio´ de cossos residuals OL/Pi/Ok/p,
fi = [OL/Pi : Ok/p].
Definicio´ 1.5. Si ei > 1 per a algun i, p ramifica en L/k. Si ei = fi = 1 ∀i, p descompon
completament. Si g = 1 i e1 = 1, p e´s inert.
Teorema 1.6. Siguin L/k una extensio´ finita i p un ideal primer de k. Siguin ei, fi els corresponents
ı´ndexs de ramificacio´ i graus d’ine`rcia de p. Aleshores
g∑
i=1
eifi = [L : k].
Si L/k e´s de Galois, podem dir me´s sobre ei i fi:
Teorema 1.7. Sigui L/k una extensio´ de Galois i p un primer de k.
1. L’accio´ del grup de Galois Gal(L/k) sobre els primers de L que contenen p e´s transitiva, e´s a
dir, si P i P′ so´n primers de L que contenen p, existeix σ ∈ Gal(L/k) tal que σ(P) = P′.
2. Els primers P1, . . . ,Pg de L que contenen p tenen el mateix ı´ndex de ramificacio´ e i el mateix
grau d’ine`rcia f , i per tant [L : k] = efg.
Definicio´ 1.8. Per a un ideal primer P de OL, el seu grup de descomposicio´ e´s
DP := {σ ∈ Gal(L/k) | σ(P) = P},
i el seu grup d’ine`rcia e´s
IP := {σ ∈ Gal(L/k) | σ(α) ≡ α mod P ∀α ∈ OL}.
Observem que IP ⊂ DP. Un element σ ∈ DP indueix un automorfisme σ˜ : OL/P → OL/P,
σ˜ ∈ G˜ = Gal(OL/P / Ok/p), que e´s la identitat en p = P ∩ Ok. Aixo` defineix un homomorfisme
ϕ : DP −→ G˜
σ 7−→ σ˜.
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Proposicio´ 1.9. Siguin DP, IP i G˜ com abans. Aleshores,
1. l’homomorfisme ϕ : DP → G˜ e´s exhaustiu, i el seu nucli e´s IP. Per tant, DP/IP ∼= G˜.
2. |DP| = ef i |IP| = e, on e i f so´n l’´ındex de ramificacio´ i el grau d’ine`rcia de p en P
respectivament.
Corol·lari 1.10. El grup de descomposicio´ d’un primer e´s trivial si i nome´s si descompon comple-
tament.
Recordem que tota extensio´ de cossos finits e´s de Galois i te´ grup de Galois c´ıclic. En el nostre
cas, tenim l’extensio´ OL/P / Ok/p, de grau f , on |Ok/p| = q i |OL/P| = qf . Per tant, el seu grup
de Galois G˜ e´s isomorf a Z/fZ. Tambe´ sabem que un generador d’aquest grup e´s una pote`ncia de
l’anomenat endomorfisme de Frobenius, σq : x 7→ xq. Considerem l’element corresponent a σq en G˜
per l’homomorfisme ϕ, el denotem ( PL/k ) i el denominem element de Frobenius.
Proposicio´ 1.11. L’element de Frobenius satisfa` les propietats segu¨ents:
1. ( PL/k ) e´s l’u´nic element de DP tal que (
P
L/k )(x) ≡ xq mod P, ∀x ∈ OL.
2. Per a tot σ ∈ Gal(L/k), (σ(P)L/k ) = σ( PL/k )σ−1.
E´s a dir, actua com l’endomorfisme de Frobenius a nivell de cossos residuals. A me´s, en cas de
prendre un altre primer P′, l’element de Frobenius obtingut e´s un conjugat de ( PL/k ), de manera que
la classe de conjugacio´ e´s un invariant del primer p. Per tant, podem fer servir les notacions ( pL/k ),
o simplement Frobp, per referir-nos a l’element de Frobenius.
1.2 Teorema de Chebotarev
Ara ens trobem en condicions d’enunciar el teorema de Chebotarev:
Teorema 1.12 (Chebotarev). Sigui L/k una extensio´ de Galois, i sigui 〈σ〉 la classe de conjugacio´
d’un element σ ∈ Gal(L/k). Aleshores el conjunt S = {p ideal primer de k | p no ramifica i ( pL/k ) ∈
〈σ〉} te´ densitat δ(S) = |〈σ〉||Gal(L/k)| = |〈σ〉|[L:k] .
Demostracio´. Veure [14, Cap´ıtol V, Teorema 6.4].
Vegem algunes aplicacions d’aquest teorema en algunes extensions senzilles. Estudiarem els casos
quadra`tic, cu´bic i cicloto`mic.
Per comenc¸ar, prenem un ideal primer de Z, (p), on p primer. Volem veure com descomposa
en una extensio´ quadra`tica, per exemple Z[i]. Amb la notacio´ anterior, tindr´ıem k = Q, Ok = Z,
L = Q(i) i OL = Z[i]. El grup de Galois G = Gal(Q(i)/Q) te´ dos elements, per tant, G ∼= Z/2Z,
i vist com a grup de permutacions, G ∼= {id, (1 2)}. Com que efg = 2, tenim tres possibles
descomposicions:
(a) Cas g = 2: el primer (p) decomposa com a producte de dos ideals primers diferents, e´s a
dir, (p) = P1P2. Es pot veure que aquest cas correspon als primers de la forma p = 4k + 1.
Si calculem l’element de Frobenius Frobp = (
(p)
Q(i)/Q ), observem que nome´s l’element identitat
deixa fixos P1 i P2, aix´ı que tenim Frobp = id.
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(b) Cas f = 2: el primer (p) tambe´ e´s primer a Z[i]. Tenim doncs, que e´s de la forma p = 4k+3.
El grup de descomposicio´ en aquest cas e´s tot el grup G, i com que Frobp ha de ser generador,
tenim que ha de ser l’element (1 2).
(c) Cas e = 2: el primer ramifica, e´s a dir, (p) = P2. Aquest cas correspon a p = 2 i P = (1+ i).
En general, per a qualsevol extensio´ quadra`tica, el primer (p) pot descomposar completament,
ser inert o ramificar, ana`logament als casos (a), (b), i (c). El teorema de Chebotarev ens diu:
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | Frobp = id}
#{1 ≤ p ≤ N} = limN→∞
#{1 ≤ p ≤ N | p ≡ 1 mod 4}
#{1 ≤ p ≤ N} =
1
2
,
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | Frobp = (1 2)}
#{1 ≤ p ≤ N} = limN→∞
#{1 ≤ p ≤ N | p ≡ 3 mod 4}
#{1 ≤ p ≤ N} =
1
2
.
En altres paraules, asimpto`ticament, la meitat dels primers descomposa en producte de dos pri-
mers diferents en una extensio´ quadra`tica, o equivalentment, la meitat dels primers so´n de la forma
p = 4k + 1 i la resta de la forma p = 4k + 3.
Per al segon exemple, considerem un polinomi f ∈ Z[x] de grau 3. Estudiarem com descomposa
en Fp[x] segons el seu grup de Galois pensat com el grup de permutacions de les arrels, que en aquest
cas pot ser S3 o be´ A3.
Prenem el polinomi f(x) = x3− x− 1, que te´ grup de Galois Gal(f) = S3. Tenim tres classes de
conjugacio´,
C1 = id, C2 = {(1 2 3), (1 3 2)}, C3 = {(1 2), (1 3), (2 3)};
en consequ¨e`ncia, tres possibles descomposicions:
(a) f factoritza en tres polinomis de grau 1: totes les arrels queden fixes, e´s a dir, Frobp = id.
(b) f e´s irreductible en Fp: com que totes les arrels poden permutar, tenim que Frobp ∈ C2.
(c) f factoritza en un polinomi de grau 2 i un polinomi de grau 1: una de les arrels es
queda fixa, i les altres dues es poden permutar, per tant, l’element de Frobenius pertany a
C3.
Aplicant el teorema de Chebotarev, tenim:
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | Frobp ∈ C1}
#{1 ≤ p ≤ N} =
1
6
,
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | Frobp ∈ C2}
#{1 ≤ p ≤ N} =
1
3
,
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | Frobp ∈ C3}
#{1 ≤ p ≤ N} =
1
2
.
E´s a dir, per a la meitat dels primers, el polinomi factoritza en un irreductible de grau 2 i un de
grau 1; per a un sise`, factoritza en tres polinomis de grau 1; i per a la resta, e´s irreductible. En el
nostre cas particular, si ho comprovem per als primers 50 nombres primers pels quals no ramifica,
efectivament tenim que per a un 52% factoritza en un de grau 2 i un de grau 1, per a un 12% en
tres de grau 1, i per a un 36% e´s irreductible.
Si ho mirem per al polinomi f(x) = x3 − 3x − 1, que te´ grup de Galois Gal(f) = A3 =
{id, (1 2 3), (1 3 2)}, fent servir el mateix raonament veiem que nome´s podem tenir dues possi-
bles factoritzacions:
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(a) f factoritza en tres polinomis de grau 1 ⇔ Frobp ∈ C1.
(b) f e´s irreductible ⇔ Frobp ∈ C2.
Per Chebotarev, sabem que f mai descomposa en un de grau 2 i un de grau 1, per a un terc¸
dels primers factoritza en producte de tres de grau 1, i per a la resta e´s irreductible. En el nostre
exemple, si ho mirem pels primers fins al 29, tenim que f(x) = (x − 3)(x − 4)(x − 10) en F17,
f(x) = (x− 10)(x− 12)(x− 14) en F19 i per a la resta e´s irreductible.
I per acabar, vegem el cas cicloto`mic. Considerem l’extensio´ Q(ζn)/Q. Es pot veure que existeix
un isomorfisme
(Z/nZ)∗ −→ Gal(Q(ζn)/Q)
r 7−→ σr : (ζn 7→ ζrn).
Sigui p un primer tal que p - n, i p un primer de Q(ζn). L’element de Frobenius Frobp esta`
caracteritzat per:
(i) Frobp(pOQ(ζn)) = pOQ(ζn), i
(ii) Frobp(x) ≡ xp mod pOQ(ζn) ∀x ∈ OQ(ζn).
Aquesta segona condicio´ ens diu que Frobp = σa per a certa 1 ≤ a < n, e´s a dir, Frobp(ζ) =
σa(ζ) = ζ
a. Com que ζa ≡ ζp mod pOQ(ζn) implica a ≡ p mod n, aleshores Frobp = σp. Aixo` ens
diu que l’element de Frobenius de p ve donat per la classe de p mod n.
Aquest resultat ens permet recuperar el teorema de Dirichlet, ja que per Chebotarev tenim que
la densitat d’ideals primers p tal que Frobp = σa e´s
1
φ(n) , o en altres paraules, que la densitat de
primers p tal que p ≡ a mod n e´s 1φ(n) .
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Cap´ıtol 2
Teorema de Hasse
La conjectura de Sato–Tate e´s un resultat sobre el nombre de punts d’una corba el·l´ıptica sobre
cossos finits. Pero`, de fet, podem comptar els punts de qualsevol corba. Si les distingim pel seu
ge`nere, un invariant topolo`gic relacionat amb el grau i el nombre de singularitats de la corba, podem
diferenciar tres casos:
 Si la corba e´s de ge`nere 0, e´s una co`nica. Si te´ un punt, la podem parametritzar i comptar-ne
fa`cilment el nombre de punts. Me´s endavant en veurem un exemple concret detallat.
 Si la corba e´s de ge`nere > 1, la corba te´ un nombre finit de punts racionals. Aquest resultat
s’anomena teorema de Faltings. La prova de Faltings consisteix en veure un cas particular de
la conjectura de Tate i usar un ampli repertori de te`cniques de geometria algebraica (veure
[5]).
 Si la corba e´s de ge`nere 1, o be´ no te´ cap punt o be´ e´s una corba el·l´ıptica. En aquest cas, no
tenim manera de comptar els punts, sino´ que en tenim una fita, el teorema de Hasse: si Nq e´s
el nombre de punts d’una corba el·l´ıptica E sobre Fq, aleshores
|Nq − q − 1| < 2√q.
L’objectiu d’aquesta part del treball e´s presentar les corbes el·l´ıptiques, veure’n les propietats
me´s importants i demostrar aquest teorema.
2.1 Exemple senzill: les co`niques
Considerem la circumfere`ncia C : x2 + y2 = 1. Prenem el punt (1, 0), evidentment de C, i conside-
rarem la projeccio´ estereogra`fica per l’eix y. Sigui
L : y = (1− x)t
la recta que passa per (1, 0) i cada punt de l’eix vertical (0, t), i prenem l’altre punt d’interseccio´ de
L amb C. Com que aquest punt e´s de C, ha de complir l’equacio´ de la circumfere`ncia, i tenim
x2 + (1− x)2t2 = 1⇔ (1 + t2)x2 − 2t2x+ t2 − 1 = 0.
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Si resolem l’equacio´ de segon grau, quan t2 + 1 6= 0 tenim
x =
−2t2 ±√4t2 − 4(t2 − 1)(t2 + 1)
2(t2 + 1)
⇔ x = 1, t
2 − 1
t2 + 1
.
A partir de l’equacio´ de L calculem el valor de la coordenada y, obtenint la segu¨ent parametritzacio´
de la circumfere`ncia:
(x, y) =
(
t2 − 1
t2 + 1
,
2t
t2 + 1
)
, t = 0, 1, . . . ,∞.
A partir de la parametritzacio´, observem que el nombre de solucions en Fp depe`n de les arrels
de t2 + 1 en aquest cos. En F2 te´ una arrel doble, i per tant tenim p solucions. Per a la resta, si -1
no e´s un quadrat mo`dul p, que e´s el cas dels primers de la forma p = 4k + 3, tenim p+ 1 solucions
projectives; en cas contrari, e´s a dir, pels primers de la forma p = 4k + 1, en tenim p− 1.
Si C e´s una co`nica qualsevol, si te´ un punt podem trobar una parametritzacio´ seguint el mateix
procediment que per a la circumfere`ncia, i de manera similar podem comptar el nombre de punts
de C.
2.2 Corbes el·l´ıptiques
Sigui C una corba sobre un cos k definida per un polinomi f ∈ k[x, y], e´s a dir C : f(x, y) = 0. Li
podem associar el conjunt de punts k-racionals
C(k) := {(a, b) ∈ k2 | f(a, b) = 0}.
Si k e´s algebraicament tancat i f e´s irreductible, C(k) determina de manera u´nica f . Per tant,
considerarem tambe´ els punts sobre les extensions de k, en particular els punts k-racionals, als que
anomenarem simplement punts de la corba.
Definicio´ 2.1. Una corba el·l´ıptica sobre un cos k e´s una corba plana projectiva no singular de
ge`nere 1 amb un punt k-racional O.
Per entendre aquesta primera definicio´, ens cal tenir coneixements previs de geometria algebraica.
El teorema de Riemann–Roch (veure [9]) permet donar una caracteritzacio´ alternativa me´s elemental:
Definicio´ 2.2. Una corba el·l´ıptica projectiva E˜ sobre un cos k e´s la corba definida per l’equacio´
E˜ : y2z + a1xyz + a3yz
2 = x3 + a2x
2z + a4xz
2 + a6z
3,
anomenada equacio´ de Weierstrass projectiva, amb ∆ 6= 0, on a1, a2, a3, a4, a6 ∈ k i ∆ e´s el discri-
minant.
E´s a dir, una corba el·l´ıptica e´s una corba plana cu´bica no singular, i rec´ıprocament, tota corba
definida per l’equacio´ de Weierstrass e´s una corba el·l´ıptica.
La condicio´ ∆ 6= 0 ens assegura que E no te´ cap punt singular. Segons el valor de la coordenada
z, podem distingir els punts de E˜. Considerem primers els punts que tenen z = 0, i que per tant
compleixen l’equacio´ x3 = 0. Obtenim un u´nic punt, O = (0 : 1 : 0), al que anomenarem punt de
l’infinit. Per a la resta de punts, que tenen z 6= 0, considerem el representant amb z = 1. D’aquesta
manera, obtenim E : f(x, y, 1) = 0, la versio´ af´ı de la corba. Podem descriure-la tal com hem fet
amb la projectiva:
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Definicio´ 2.3. Una corba el·l´ıptica E sobre un cos k e´s la corba definida per l’equacio´
E : y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6,
anomenada equacio´ de Weierstrass, on a1, a2, a3, a4, a6 ∈ k i ∆ 6= 0.
Si char(k) 6= 2, 3, amb un canvi de variables adequat es pot reescriure com
E : y2 = x3 +Ax+B,
amb A,B ∈ k i ∆ = −16(4A3 + 27B2).
L’estreta relacio´ entre E i E˜ justifica que a partir d’ara, considerem simplement una corba
el·l´ıptica E, sense especificar af´ı o projectiva.
Si la nostra corba te´ coeficients en Q, podem estudiar la seva reduccio´ mo`dul p, e´s a dir, si
E : y2 = x3 +Ax+B, A,B ∈ Q,
podem fer un canvi de variables i obtenir
Ep : y
2 = x3 +Ax+B, A,B ∈ Fp.
Tot i que E e´s una corba el·l´ıptica no singular, e´s possible que Ep tingui punts singulars. Hi ha
tres possibles casos:
(a) Bona reduccio´: si p 6= 2 i p - ∆ = −16(4A3 + 27B2), Ep e´s una corba el·l´ıptica no singular
sobre Fp.
(b) Reduccio´ additiva: si p 6= 2, 3, quan p | ∆ i p | −2AB, la corba Ep te´ una cu´spide. Sense el
punt singular, la corba te´ estructura de grup additiu. Correspon al cas A = B = 0, e´s a dir,
a la corba y2z = x3. A part del punt (0, 0, 1), tenim els p punts solucio´ de la corba z = x3;
en total, p+ 1.
(c) Reduccio´ multiplicativa: si p 6= 2, 3, quan p | ∆ i p - −2AB, la corba te´ un node,
i sense ell, te´ estructura de grup multiplicatiu. En aquesta situacio´ podem distingir dos
subcasos: la reduccio´ multiplicativa dividida, si −2AB e´s un quadrat mo`dul p (que es do´na
quan les tangents al node so´n racionals sobre Fp), i la reduccio´ multiplicativa no dividida en
cas contrari. En aquest cas, A 6= 0 i B = 0, i la corba que obtenim e´s zy2 = x3 + Ax2z.
Quan x = 0, tenim el punt (0, 1, 0), que prendrem com a punt de l’infinit. Dividint l’equacio´
de la corba per x2, prenent z = 1 i fent el canvi de variable t = yx , la resta de punts de la
corba ve´nen donats per les solucions de l’equacio´ t2 = x+A. En total, quan p e´s de reduccio´
dividida tenim p punts i quan e´s no dividida, en tenim p+ 2.
Una particularitat interessant de les corbes el·l´ıptiques e´s que podem definir una operacio´ additiva
amb la qual els seus punts tenen estructura de grup.
Teorema 2.4. Sigui E/k una corba el·l´ıptica, prenent el model de Weierstrass amb el punt de l’in-
finit O. Considerem la segu¨ent operacio´:
Siguin P,Q dos punts de E. Si P = Q, prenem L la recta tangent a la corba en el punt P ,
i si so´n diferents, prenem L la recta per P i Q. Sigui R el tercer punt d’interseccio´ de L
amb E, i L′ la recta que passa per P i O. Aleshores P +Q e´s l’altre punt d’interseccio´ de
L′ amb E.
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L’operacio´ anterior defineix una llei de grup sobre E(k′) per a totes les extensions k′/k.
Si k e´s algebraicament tancat, podem prendre un tercer punt d’interseccio´ perque` una recta talla
la corba en tres punts. Si no ho e´s pero` sabem que talla en dos punts, per les fo´rmules de Cardano
de la resolucio´ d’equacions de tercer grau, podem assegurar que talla en un tercer, de manera que
la suma de dos punts esta` ben definida.
Una altra caracter´ıstica a estudiar de les corbes el·l´ıptiques e´s el seu anell d’endomorfismes. Com
que la suma de dos punts ve donada per una expressio´ polino`mica, tenim per a cada m ∈ Z, el
morfisme multiplicar per m,
[m] : E(k) −→ E(k)
P 7−→ mP,
i identifiquem tots aquests endomorfismes amb Z. Per tant, acabem de veure que End(E) sempre
conte´ Z. Pero` no tenen perque` ser els u´nics endomorfismes. Quan la caracter´ıstica del cos k e´s
positiva, End(E) conte´ un altre endomorfisme rellevant, l’endomorfisme de Frobenius, definit per
φq : E(k) −→ E(k)
(x, y) 7−→ (xq, yq).
De fet, es pot demostrar que l’anell d’endomorfismes d’una corba el·l´ıptica pot ser isomorf a:
 Z,
 un ordre en un cos quadra`tic imaginari, o
 un ordre en una a`lgebra de quaternions sobre Q.
Recordem que O e´s un ordre en una a`lgebra A de dimensio´ finita sobre Q si e´s un subanell tal
que e´s un Z-reticle en A i QO = A. Un exemple ba`sic seria A = Q(i) i l’ordre Z[i].
L’u´ltima possibilitat correspon al particular cas de les anomenades corbes supersingulars, que
e´s quan l’anell d’endomorfismes e´s extremadament gran. Nome´s es pot donar quan char(k) 6= 0.
Durant tot el treball les evitarem i tractarem la resta de corbes, denominades ordina`ries.
En la resta del cap´ıtol, estudiarem algunes propietats de l’endomorfisme de Frobenius que ens
permetran demostrar el teorema de Hasse i les relacionarem amb el grup de Galois de k/k.
2.3 Demostracio´ del teorema de Hasse
Abans de veure la demostracio´, enunciarem un parell de teoremes cla`ssics de la geometria algebraica
que farem servir, dels quals podem trobar-ne les demostracions en [22].
Siguin C1, C2 dues corbes sobre k, i ψ : C1 → C2 un morfisme.
Teorema 2.5. ψ e´s constant o exhaustiu.
Si k(C1), k(C2) so´n els cossos de funcions definides sobre k de C1 i C2 respectivament, la com-
posicio´ amb ψ indueix
ψ∗ : k(C2) −→ k(C1)
f 7−→ ψ∗f := f ◦ ψ,
una injeccio´ de cossos de funcions que fixa k.
2.4. MO`DUL DE TATE 19
Teorema 2.6. Sigui ψ : C1 → C2 un morfisme no constant sobre k. Aleshores k(C1) e´s una extensio´
finita de ψ∗k(C2).
Aquest teorema ens permet traslladar caracter´ıstiques pro`pies de l’extensio´ k(C1)/ψ∗k(C2) a
l’endomorfisme ψ.
Definicio´ 2.7. Sigui ψ : C1 → C2. Si ψ e´s no constant, el seu grau e´s
degψ := [k(C1) : ψ∗k(C2)].
Si e´s constant, definim degψ := 0. ψ e´s separable si l’extensio´ k(C1)/ψ∗k(C2) ho e´s.
Un cop definits aquests conceptes generals sobre morfismes de corbes, vegem algunes propietats
de l’endomorfisme de Frobenius φq.
Lema 2.8. Un punt P pertany a E(Fq) si i nome´s si φq(P ) = P , i en aquest cas #E(Fq) =
# ker(φq − Id).
Lema 2.9. φq − Id e´s separable, i # ker(φq − Id) = deg(φq − Id).
Lema 2.10. deg e´s una forma quadra`tica definida positiva.
Les demostracions dels lemes les podem trobar en [22]. Finalment, ja podem enunciar i demostrar
el teorema de Hasse, que ens do´na una fita pel nombre de punts d’una corba el·l´ıptica sobre Fq.
Teorema 2.11 (Hasse). Sigui E una corba el·l´ıptica sobre Fq. Aleshores
|#E(Fq)− q − 1| ≤ 2√q.
Demostracio´. Recordem la desigualtat de Cauchy–Schwarz per a una forma quadra`tica d:
|d(α− β)− d(α)− d(β)| ≤ 2
√
d(α)d(β).
Per a d = deg, α = φq, β = Id obtenim
|deg(φq − Id)− deg φq − deg Id| ≤ 2
√
deg φq deg Id,
i com que deg φq = q, deg Id = 1, finalment arribem a la desigualtat
|#E(Fq)− q − 1| ≤ 2√q.
2.4 Mo`dul de Tate
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s relacionar el nombre de punts d’una corba el·l´ıptica en Fpr amb
#E(Fp).
Sigui E una corba el·l´ıptica sobre un cos k = Fq de caracter´ıstica p. Considerem per a cada
m ∈ Z, el nucli del morfisme de multiplicacio´ per m vist en l’apartat 2.2, E[m] := ker[m].
Lema 2.12. Sigui m un enter. Si m e´s primer amb p, aleshores [m] e´s separable i #E[m] =
deg[m] = m2.
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Tenim doncs que, si (m, p) = 1, E[m] e´s un grup commutatiu d’ordre m2 que s’anul·la amb la
multiplicacio´ per m. De fet, es te´ E[m] ∼= Z/mZ× Z/mZ. Si m = pr, E[m] = 1 o m.
El grup de Galois G = Gal(k/k) actua sobre E[m]. Considerem una representacio´ G →
Aut(E[m]). Escollint una base per E[m], tenim Aut(E[m]) ∼= GL(2, Z/mZ). Aquesta representa-
cio´ no e´s prou bona, ja que els coeficients de les matrius so´n d’un anell de caracter´ıstica positiva.
Per millorar-la, el que farem e´s trobar una representacio´ sobre els nombres p-a`dics. Pero` abans de
fer-ho per a la nostra corba el·l´ıptica E, ho veurem en un context me´s senzill per entendre be´ el
procediment que seguirem.
Prenem el cercle C sobre un cos k, i fixem un primer `. La `n-torsio´ ve donada per les arrels
`n-e`simes de la unitat, ζi`n , on ζ`n e´s una arrel primitiva i i ∈ {0, . . . , `n − 1}. Si C[`n] e´s el grup de
les arrels `n-e`simes de la unitat, tenim un isomorfisme
C[`n] −→ Z/` nZ
ζi`n 7−→ i.
A partir de l’aplicacio´ elevar a `, C[`n+1]
ζ 7→ζ`−−−→ C[`n], tenim . . . ← C[`3] ← C[`2] ← C[`], i
prenent-ne el l´ımit projectiu podem definir T`(C) := lim←−n C[`
n]. Gra`cies a l’isomorfisme anterior,
tenim la identificacio´ T`(C) ∼= Z`.
Un element del grup de Galois de k/k permuta les arrels `n-e`simes, e´s a dir, indueix una accio´
Gal(k/k)× C[`n] −→ C[`n]
(σ, ζ) 7−→ ζan(σ),
on an(σ) ∈ (Z/` nZ)×. E´s a dir, per a cada σ ∈ Gal(k/k) tenim una col·leccio´ d’elements an(σ), per
a tot n. Prenent el l´ımit, tenim un element a Z×` , i per tant, una representacio´
Gal(k/k) −→ Aut(Z`) = GL(1,Z`) ∼= Z×` .
En el cas de l’element de Frobenius φp ∈ Gal(k/k), amb p 6= `, el seu element associat a Z×` e´s
p. Per tant, el polinomi caracter´ıstic de φp e´s simplement T − p, sense cap depende`ncia en `.
El nostre objectiu e´s seguir la mateixa construccio´, prenent una corba el·l´ıptica E, per arribar a
una representacio´ del grup de Galois G que ens permeti trobar el polinomi caracter´ıstic de l’element
de Frobenius.
Definicio´ 2.13. Sigui E una corba el·l´ıptica i ` ∈ Z un primer. El mo`dul de Tate (`-a`dic) de E e´s
el grup
T`(E) := lim←−
n
E[`n],
prenent el l´ımit projectiu respecte E[`n+1]
[`]−→ E[`n].
Com que E[`n] e´s un Z/` nZ-mo`dul, el mo`dul de Tate te´ estructura de Z`-mo`dul.
Proposicio´ 2.14. Com a Z`-mo`dul, el mo`dul de Tate T`E te´ la segu¨ent estructura:
(a) T`E ∼= Z` × Z` si ` 6= char(k).
(b) TpE ∼= {0} o be´ Zp si p = char(k) > 0.
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Definicio´ 2.15. La representacio´ `-a`dica de G = Gal(k/k) associada a E e´s l’homomorfisme
ρ` : G −→ Aut(T`(E))
indu¨ıt per l’accio´ de G en els punts de la `n-torsio´ d’E, E[`n].
Si ens mirem el cas ` 6= char(k), tenim Aut(T`(E)) ∼= GL(2,Z`), e´s a dir, a cada element del
grup de Galois li associem una matriu 2× 2 amb coeficients a Z`. Com per a tot endomorfisme, el
polinomi caracter´ıstic de l’element de Frobenius φq sera` de la forma
T 2 − tr(φq)T + deg(φq).
Per trobar la trac¸a, observem que per a qualsevol matriu 2× 2 A, tenim
det(A− Id) = detA− trA+ 1.
Si ho calculem per a la matriu de φq, tenim
deg(φq − Id) = deg(φq)− tr(φq) + 1,
i com que deg(φq−Id) = #E(Fq) i deg(φq) = q, si definim aq := q+1−#E(Fq), obtenim el polinomi
caracter´ıstic
T 2 − aqT + q.
Observem que tot i que la representacio´ depe`n del primer ` escollit, ni la trac¸a ni el determinant de
la matriu en depenen. Com que la trac¸a tambe´ es pot expressar com aq = α + β, on α, β ∈ C so´n
els valors propis de la matriu, tenim
#E(Fq) = q + 1− (α+ β),
i aquesta expressio´ ens permet trobar #E(Fqr ) a partir dels ca`lculs anteriors observant que φqr = φrq.
Aleshores, seguint el mateix raonament tenim
#E(Fqr ) = qr + 1− (αr + βr).
De fet, α i β so´n les arrels del polinomi caracter´ıstic de l’element de Frobenius φp. Pel teorema
de Hasse (2.11), es compleix la desigualtat
|aq| ≤ 2√q ⇒ a2q − 4q ≤ 0,
e´s a dir, tenim dues arrels d’un polinomi amb coeficients reals i discriminant negatiu. D’aqu´ı podem
deduir β = α.
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Cap´ıtol 3
Se`ries L
Per una banda, un dels objectius centrals d’aquest cap´ıtol e´s introduir les se`ries L. Tenen especial
intere`s perque` ens serviran per demostrar la conjectura de Sato–Tate en el proper cap´ıtol. Primer de
tot, recordarem que` e´s un cara`cter i definirem la seva se`rie L associada. Com a aplicacio´, demostra-
rem el teorema de Dirichlet. A continuacio´, veurem que podem relacionar algunes corbes el·l´ıptiques
amb una se`rie L. I per altra banda, presentarem de manera rigorosa el concepte d’equidistribucio´ i
en veurem caracteritzacions en termes de cara`cters i se`ries L.
3.1 Se`rie L d’un cara`cter
Definicio´ 3.1. Sigui G un grup abelia` finit. Un cara`cter de Dirichlet G e´s un homomorfisme de
grups χ : G→ C×.
Per exemple, considerem G el grup c´ıclic d’ordre n generat per un element g. Si χ e´s un cara`cter
tal que χ(g) = ω, es compleix ωn = 1, e´s a dir, ω e´s una arrel n-e`sima de la unitat. Rec´ıprocament,
cada arrel n-e`sima defineix un cara`cter χ(g) = ω, i gk 7→ ωk. Per tant, el grup d’homomorfismes de
G a C× e´s un grup c´ıclic d’ordre n.
Definicio´ 3.2. Un cara`cter mo`dul n e´s una funcio´ χ : (Z/nZ)× → C×.
Es poden estendre a cara`cters mo`dul un mu´ltiple de n, inclu´s a tot Z, definint χ(m) = 0 per a
tot m ∈ Z no primer amb n i assignant a cada enter el valor que pren la seva classe mo`dul n. Siguin
χ1 mod n1 i χ2 mod n2 dos cara`cters. Si n1, n2 divideixen un enter N i χ1(m) = χ2(m) per a tot
m coprimer amb N , pel que acabem de dir, els dos indueixen un mateix cara`cter mo`dul N . Aquest
fet defineix una relacio´ d’equivale`ncia en els cara`cters de Dirichlet. Anomenarem conductor d’un
cara`cter χ al mo`dul me´s petit possible dels cara`cters de la classe d’equivale`ncia de χ.
Hi ha molts cara`cters importants en l’aritme`tica. Un exemple t´ıpic e´s el cara`cter de Legendre,
que e´s el cara`cter d’ordre 2 que obtenim si prenem G = (Z/pZ)×, on p 6= 2 primer. Es defineix, per
a tot x ∈ Z, el s´ımbol de Legendre(
x
p
)
=
{
1 si x e´s quadrat en Fp,
−1 si x no e´s quadrat en Fp.
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Els cara`cters de Legendre estan relacionats amb la llei de reciprocitat quadra`tica, un teorema que
relaciona les dues congrue`ncies quadra`tiques
x2 ≡ p mod q
y2 ≡ q mod p
de la segu¨ent manera:
Si p o q so´n primers de la forma 4k + 1, aleshores o be´ les dues equacions tenen solucio´ o
be´ cap en te´. En cas contrari, una d’elles te´ solucio´ si i nome´s si l’altra no en te´.
Aquesta llei va ser enunciada per Legendre i Euler, i Gauss en va donar una demostracio´ per
primera vegada pels volts del 1800 en el seu conegut llibre Disquisitiones Arithmeticae, veient uns
quants casos i fent servir induccio´. Amb els s´ımbols de Legendre, es pot enunciar de la segu¨ent
manera:
Teorema 3.3 (Llei de reciprocitat quadra`tica). Siguin p i q dos primers senars diferents. Aleshores(
p
q
)(
q
p
)
= (−1) p−12 q−12 .
Despre´s d’aquest breu resum sobre cara`cters, veurem que` so´n les se`ries de Dirichlet amb algun
exemple, i veurem la connexio´ que tenen amb els cara`cters.
Definicio´ 3.4. Sigui (λk) una successio´ de nombres reals que tendeix a +∞. Una se`rie de Dirichlet
amb exponents (λk) e´s una se`rie de la forma∑
ake
−λkz,
amb ak, z ∈ C. Si λk = log k, la se`rie s’anomena ordina`ria i s’escriu
∑ ak
kz .
Quan tots els coeficients so´n 1, apareix l’anomenada funcio´ zeta de Riemann
ζ(s) =
∞∑
m=1
1
ms
.
Els enters parells negatius anul·len aquesta funcio´, i se’ls anomena zeros trivials. Un dels problemes
oberts me´s famosos de les matema`tiques, la hipo`tesi de Riemann, consisteix en veure que la part real
de qualsevol zero no trivial de ζ(s) e´s 1/2. En el nostre context, ens seran u´tils la propera proposicio´
i dos corol·laris, uns resultats ba`sics sobre aquesta funcio´ que necessitarem me´s endavant. Podem
trobar-ne la demostracio´ en [19, Cap´ıtol VI].
Proposicio´ 3.5. La funcio´ ζ(s) e´s holomorfa i no s’anul·la si <(s) > 1. Podem reescriure-la com
ζ(s) =
1
s− 1 + h(s),
on h(s) e´s una funcio´ holomorfa en <(s) > 0.
Corol·lari 3.6. ζ(s) te´ un pol simple en s = 1.
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Corol·lari 3.7. Quan s→ 1,
(i)
∑
p p
−s ∼ log 1s−1 .
(ii)
∑
p,m≥2 p
−ms esta` fitada.
Un gran exemple de se`ries de Dirichlet so´n les se`ries L. Igual que per a la funcio´ zeta, en veurem
la definicio´ i un parell de proposicions u´tils, demostrades tambe´ en [19]:
Definicio´ 3.8. Sigui n ≥ 1 un enter i sigui χ un cara`cter mo`dul n. La se`rie L associada a χ e´s
L(χ, s) :=
∑
m≥1
χ(m)
ms
.
Proposicio´ 3.9. Si χ = 1, L(1, s) = F (s)ζ(s), on F (s) =
∏
p|n(1− p−s). En particular, L(1, s) es
pot estendre anal´ıtcament en <(s) > 0 i te´ un pol simple en s = 1.
Proposicio´ 3.10. Si χ 6= 1,
(i) L(χ, s) convergeix en el semipla` <(s) > 0.
(ii) L(χ, s) convergeix absolutament en <(s) > 1 i
L(χ, s) =
∏
p primer
1
1− χ(p)p−s .
La prolongacio´ anal´ıtica d’aquestes se`ries s’anomenen funcions L.
Teorema 3.11. Per a tot χ 6= 1, L(χ, 1) 6= 0.
Demostracio´. Suposem que L(χ, 1) = 0 per a algun cara`cter χ 6= 1, i considerem la funcio´
ζn =
∏
p-n
1
(1− p−f(p)s)g(p) ,
on f(p) e´s l’ordre de p en (Z/nZ)× i g(p) = φ(n)f(p) , amb φ la funcio´ d’Euler.
Llavors, ζn e´s holomorfa en s = 1 i per tant tenim que ho e´s ∀s ∈ C tal que <(s) > 0, i convergeix
en aquest domini ja que e´s una se`rie de Dirichlet amb coeficients positius.
Pero` aixo` e´s impossible, ja que el factor p-e`sim de ζn e´s
1
(1− p−f(p)s)g(p) = (1 + p
−f(p)s + p−2f(p)s + . . .)g(p) >
∞∑
k=0
p−kφ(n)s,
i ζn(s) >
∑
(m,n)=1m
−φ(n)s, se`rie que divergeix per a s = 1φ(n) .
Aquest resultat purament anal´ıtic, que pot semblar poc rellevant en el nostre context, e´s la clau
de la prova del teorema de Dirichlet, que hav´ıem enunciat al primer cap´ıtol.
Teorema 3.12 (Dirichlet). Sigui n un enter positiu fixat, i 1 ≤ a ≤ n un enter tal que (a, n) = 1.
Existeixen infinits primers p ≡ a mod n, i el l´ımit
lim
N→∞
#{1 ≤ p ≤ N | p ≡ a mod n}
#{1 ≤ p ≤ N}
existeix i val 1φ(n) .
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Demostracio´. Sigui χ un cara`cter de (Z/nZ)×. Considerem la funcio´
fχ(s) =
∑
p-n
χ(p)
ps
.
Observem que el seu comportament segons χ e´s
1. fχ ∼ log 1s−1 quan s→ 1 si χ = 1,
2. fχ(s) esta` fitada quan s→ 1 si χ 6= 1.
El primer cas e´s consequ¨e`ncia de resultats vistos anteriorment. A continuacio´ veurem que el segon
tambe´ e´s cert.
Si L(χ, s) =
∏
1
1−χ(p)p−s , quan <(s) > 1 definim el seu logaritme com
logL(χ, s) =
∑
m,p
χ(p)m
mp−ms
= fχ(s) + Fχ(s),
on Fχ(s) =
∑
p,m≥2
χ(p)m
mp−ms .
El teorema 3.11 i el corol·lari 3.7 ens asseguren que Fχ(s) esta` fitada quan s → 1, i per tant la
funcio´ fχ(s) tambe´.
Per acabar, considerem la funcio´
ga(s) =
∑
p∈Pa
1
ps
=
1
φ(n)
∑
χ
fχ(s)
χ(a)
,
on Pa := {p ≡ a mod n | p primer} i el sumatori es fa sobre els cara`cters χ de (Z/nZ)×. Per
l’observacio´ anterior sobre el comportament de fχ, tenim que ga(s) ∼ 1φ(n) log 1s−1 , d’on finalment
dedu¨ım que la densitat de Pa e´s precisament
1
φ(n) .
A partir de la definicio´ que hem donat al principi d’aquesta seccio´ de cara`cter de Dirichlet, podem
construir una representacio´. A la seccio´ 2.4 ja havia sortit aquest concepte. Recordarem amb detall
la seva definicio´ i veurem com podem obtenir-ne una amb un cara`cter de Dirichlet.
Definicio´ 3.13. Sigui G un grup i k un cos. Una representacio´ de G sobre k n-dimensional e´s un
homomorfisme continu
ρ : G −→ GL(n, k).
Si GL e´s el grup de Galois d’una extensio´ separable d’un cos L, la representacio´ de GL sobre k
s’anomena representacio´ de Galois.
A cada representacio´ podem associar-li un cara`cter : a cada element del grup G, li assignem la
trac¸a de la matriu que li correspon per la representacio´ ρ,
χρ : G −→ k
g 7−→ tr(ρ(g)).
Definicio´ 3.14. Una representacio´ d’Artin n-dimensional ρ d’un k e´s una representacio´ de Gal(k/k)
sobre C per la qual existeix una extensio´ finita de Galois L/k
ρ : Gal(k/k) −→ Gal(L/k) −→ GL(n,C).
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Si tenim un cara`cter de Dirichlet χ : (Z/nZ)× → C×, considerant la projeccio´ de Gal(Q/Q) sobre
una extensio´ cicloto`mica Gal(Q(e2pii/n)/Q), ens podem construir
ρ : Gal(Q/Q) Gal(Q(e2pii/n)/Q) ∼= (Z/nZ)× χ−→ C×,
una representacio´ d’Artin de dimensio´ 1 sobre C.
3.2 Se`rie L d’una corba el·l´ıptica
Considerem una corba plana af´ı C : f(X,Y ) = 0 sobre Fp.
Definicio´ 3.15. La funcio´ zeta de C e´s
ζ(C, s) =
∏
p
1
1−N(p)−s
si <(s) > 1, on el productori es fa sobre els ideals primers diferents de zero de Fp[x, y] = Fp[X,Y ]/(f(X,Y )).
Per a cada ideal primer p, el quocient Fp[x, y]/p e´s finit i e´s un domini, o sigui, e´s un cos, i denotem
per deg p el seu grau sobre Fp. Gra`cies a la igualtat
#Fp[x, y]/p = pdeg p,
podem fer el canvi de variables T = p−s en la funcio´ zeta de C i obtenir
Z(C, T ) =
∏
p
1
1− T deg p ,
de manera que ζ(C, s) = Z(C, p−s).
El que volem ara e´s trobar la relacio´ entre la funcio´ zeta i els punts de C. Ve donada pel segu¨ent
resultat:
Proposicio´ 3.16. Sigui Z(C, T ) la funcio´ zeta d’una corba af´ı C sobre Fp, i sigui Nm = #C(Fpm)
per a tot m enter positiu. Aleshores
logZ(C, T ) =
∑
m≥1
Nm
Tm
m
,
i per tant
Z(C, T ) = exp(
∑
m≥1
Nm
Tm
m
).
Demostracio´. Veure [11, Cap´ıtol IV].
Observem que si C e´s una corba projectiva podem definir de la mateixa manera la seva funcio´
zeta, e´s a dir,
Z(C, T ) = exp(
∑
m≥1
Nm
Tm
m
),
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i ζ(C, s) = Z(C, p−s). De fet, si E e´s una corba el·l´ıptica projectiva, es pot veure
Z(E, T ) =
1
1− T Z(E
af´ı, T ),
on Eaf´ı = E ∩ {z = 0}.
Teorema 3.17. Sigui E una corba el·l´ıptica sobre Fp. Aleshores
Z(E, T ) =
1− (p+ 1−N1)T + pT 2
(1− T )(1− pT ) ,
on N1 = #E(Fp).
Demostracio´. La proposicio´ 3.16 ens diu que
logZ(E, T ) =
∑
m≥1
Nm
Tm
m
.
En l’apartat 2.4 hav´ıem vist que els nombres Nm so´n de la forma
Nm = 1 + p
m − αm − αm,
on α, α so´n les arrels del polinomi caracter´ıstic T 2 − apT + p. Per tant,
logZ(C, T ) =
∑
m≥1
Tm
m
+
∑
m≥1
(pT )m
m
−
∑
m≥1
(αT )m
m
−
∑
m≥1
(αT )m
m
=
= − log(1− T )− log(1− pT ) + log(1− αT ) + log(1− αT ) =
= log
(1− αT )(1− αT )
(1− T )(1− pT ) = log
1− (p+ 1−N1)T + pT 2
(1− T )(1− pT ) .
D’aquest teorema es pot deduir que, si E e´s una corba el·l´ıptica, la desigualtat del teorema de
Hasse (2.11),
|N1 − p− 1| ≤ 2√p,
e´s equivalent a la hipo`tesi de Riemann per a E, que podem formular de la manera segu¨ent:
Si Z(E, p−s) = 0, aleshores <(s) = 1/2.
El resultat anterior s’espera que sigui cert per a corbes me´s generals. Weil (1949) va conjecturar
el segu¨ent:
Teorema 3.18 (Conjectures de Weil). Sigui V una varietat algebraica projectiva sobre Fq de di-
mensio´ n. Aleshores
1. Z(V, T ) ∈ Q(T ).
2. Existeix un enter , la caracter´ıstica d’Euler de V , tal que
Z(V,
T
qn
) = ±qn 2T Z(V, T ).
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3. Hipo`tesi de Riemann:
Z(V, T ) =
P1(T ) · · ·P2n−1(T )
P0(T )P2(T ) · · ·P2n(T ) ,
on Pi(T ) ∈ Z[T ], amb P0(T ) = 1− T i P2n(T ) = 1− qnT , i per a cada 0 ≤ i ≤ 2n,
Pi(T ) =
bi∏
j=1
(1− αijT )
sobre C, amb |αij | = q1/2, bi = degPi(T ).
Nosaltres hem vist que e´s cert en el cas de les corbes el·l´ıptiques. El mateix Weil el va demostrar
per a corbes i varietats abelianes. El resultat general, va ser provat per parts: Dwork (1960) va
provar la racionalitat de la funcio´ zeta usant ana`lisis funcional p-a`dic, i me´s tard es va donar una
demostracio´ alternativa fent servir cohomologia `-a`dica on tambe´ es veia l’equacio´ funcional (b).
Finalment, Deligne (1973) va demostrar la hipo`tesi de Riemann.
Un cop tenim definida la funcio´ zeta d’una corba el·l´ıptica sobre Fp, el nostre objectiu e´s definir-la
per a la corba vista sobre Q.
Definicio´ 3.19. Sigui E una corba el·l´ıptica sobre Q, i sigui S el conjunt de primers pels quals E
te´ mala reduccio´. La funcio´ zeta de E e´s
ζ(E, s) :=
∏
p/∈S
ζ(Ep, s),
que podem escriure com
ζ(E, s) =
∏
p/∈S
1− (p+ 1−Np)p−s + p1−2s
(1− p−s)(1− p1−s) =
ζS(s)ζS(s− 1)
LS(E, s)
,
on ζS(s) e´s la funcio´ zeta sense els factors corresponents als primers de S i
LS(E, s) :=
∏
p/∈S
1
1− (p+ 1−Np)p−s + p1−2s =
∏
p/∈S
1
1− αpp−s
1
1− βpp−s ,
on l’u´ltima igualtat surt de 1− (p+ 1−Np)T + pT 2 = (1− αpT )(1− βpT ).
A la funcio´ LS(E, s) volem afegir-li factors pels primers de S, que sabem que n’hi ha un nombre
finit. Definim Lp(E, T ) := 1 − apT + det(Frobp)T 2. Aleshores, si ap = p + 1 −#E(Fp), recordant
el ca`lcul del nombre de punts d’una corba pels primers de mala reduccio´ vist en 2.2, tenim
Lp(E, T ) =

1− apT + pT 2 si p e´s de bona reduccio´,
1− T si p e´s de reduccio´ multiplicativa dividida,
1 + T si p e´s de reduccio´ multiplicativa no dividida,
1 si p e´s de reduccio´ additiva.
Definicio´ 3.20. Sigui E una corba el·l´ıptica. La funcio´ L associada a E e´s
L(E, s) :=
∏
p
1
Lp(E, p−s)
=
∏ 1
1− app−s + p1−2s
∏ 1
1− p−s
∏ 1
1 + p−s
,
on el primer productori e´s sobre els primers de bona reduccio´ i els altres sobre els de reduccio´
multiplicativa, dividida i no dividida respectivament.
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3.3 Equidistribucio´
En aquesta seccio´, veurem la definicio´ d’equidistribucio´, i veurem una caracteritzacio´ de l’equidis-
tribucio´ d’una successio´ en termes de cara`cters.
Sigui X un espai compacte Hausdorff i sigui C(X) l’espai de Banach de les funcions f : X → C
amb la norma del suprem.
Definicio´ 3.21. Una mesura de Radon sobre X e´s una aplicacio´ cont´ınua µ : C(X) → C tal que
µ(f) ≥ 0 per a tot f ≥ 0 i µ(1X) = 1.
Al llarg del cap´ıtol apareixera` el terme grup compacte, que consisteix en un grup G amb una
topologia per la qual les operacions de grup so´n cont´ınues i G com a espai topolo`gic e´s compacte.
Definicio´ 3.22. Sigui G un grup compacte. La mesura de Haar de G e´s una mesura de Radon µ
invariant per translacions, e´s a dir, µ tal que ∀S ⊆ X mesurable i ∀g ∈ G,
µ(gS) = µ(Sg) = µ(S).
La mesura de Haar e´s u´nica llevat escalament, i si G e´s un grup finit aleshores e´s la mesura de
comptar (µ(S) = #S) normalitzada.
Definicio´ 3.23. Una successio´ (xi) ⊂ X e´s equidistribu¨ıda respecte la mesura µ, o µ-equidistribu¨ıda,
si per a cada f ∈ C(X)
µ(f) = lim
n→∞
1
n
n∑
i=1
f(xi).
A continuacio´ tenim un seguit de resultats elementals de mesures i equidistribucio´, que podem
trobar demostrats en [20].
Lema 3.24. Sigui (fj) una famı´lia de funcions tal que la famı´lia de les seves combinacions lineals
e´s densa en C(X). Si (xi) ⊂ X e´s una successio´ tal que limn→∞ 1n
∑n
i=1 fj(xi) convergeix per a
tota fj, aleshores existeix una u´nica mesura µ en X per la qual (xi) e´s µ-equidistribu¨ıda.
Proposicio´ 3.25. Si (xi) e´s una successio´ µ-equidistribu¨ıda en X i S ⊆ X e´s un conjunt amb
frontera de mesura zero, aleshores
µ(S) = lim
n→∞
#{xi ∈ S : i ≤ n}
n
.
Sigui G un grup compacte. Considerem X := conj(G), el conjunt de les seves classes de conjuga-
cio´, i la projeccio´ pi : G→ X. Si µ e´s la mesura de Haar en G normalitzada, considerem la mesura
µ(f) := µ(f ◦ pi) en X.
Proposicio´ 3.26. Sigui G un grup compacte amb mesura de Haar µ, i sigui X = conj(G). Una
successio´ (xi) ⊂ X e´s µ-equidistribu¨ıda si i nome´s si per a tot cara`cter irreductible χ de G,
lim
n→∞
1
n
n∑
i=1
χ(xi) = µ(χ).
Corol·lari 3.27. Una successio´ (xi) ⊂ X e´s µ-equidistribu¨ıda si i nome´s si per a tot cara`cter
irreductible no trivial χ de G,
lim
n→∞
1
n
n∑
i=1
χ(xi) = 0.
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La proposicio´ segu¨ent reuneix els conceptes i resultats vistos en cap´ıtols anteriors sobre l’ele-
ment de Frobenius i els d’aquest apartat per veure que la successio´ de les traces del Frobenius e´s
equidistribu¨ıda:
Proposicio´ 3.28. Sigui E una corba el·l´ıptica ordina`ria sobre Fq, i sigui aqr = qr + 1 −#E(Fqr )
per a tot enter r ≥ 1. Sigui xr := aqrqr/2 . Aleshores la successio´ (xr) esta` equidistribu¨ıda en [−2, 2]
respecte la mesura
µ :=
1
pi
dz√
4− z2 ,
on dz e´s la mesura de Lebesgue en [−2, 2].
Demostracio´. Considerem α tal que aqr = α
r+αr, de norma |α| = q1/2. Aleshores tenim xr = αr+αrqr/2
per a tot r ≥ 1. Sigui U(1) := {u ∈ C× | uu = 1}. Per a u = eiθ, la mesura de Haar en U(1) e´s la
mesura uniforme en θ ∈ [−pi, pi]. Amb l’aplicacio´
u 7−→ z := u+ u = 2 cos θ,
calculem la mesura de Haar µ en [−2, 2], i obtenim dz = 2 sin θdθ i
µ =
1
pi
dz√
4− z2 .
Els cara`cters irreductibles no trivials de U(1) → C× so´n de la forma χa(u) = ua per a algun
a ∈ Z diferent de zero. Per a cadascun d’aquests cara`cters χa tenim
lim
n→∞
1
n
n∑
r=1
χa(α
r/qr/2) = lim
n→∞
1
n
n∑
r=1
(α/q1/2)ra =
= lim
n→∞
1
n
(α/q1/2)a(n+1) − (α/q1/2)a
(α/q1/2)a − 1 = 0.
El fet que E sigui ordina`ria ens assegura que α/qr/2 no e´s una arrel de la unitat, i per tant el
denominador no s’anul·la per a cap a ∈ Z diferent de zero. Com a consequ¨e`ncia del corol·lari 3.27,
tenim que (α/qr/2) e´s equidistribu¨ıda en U(1), i aleshores (xr) e´s µ-equidistribu¨ıda.
3.4 Relacio´ amb equidistribucio´
Per acabar el cap´ıtol, demostrarem un teorema que ens do´na una caracteritzacio´ de l’equidistribucio´
d’una successio´ en termes d’extensions holomorfes de certes se`ries L.
Siguin G un grup compacte i X = conj(G) el conjunt de les seves classes de conjugacio´. Sigui
P = (p1, p2, . . .) una successio´ de primers p de k ordenats per norma.
Teorema 3.29. Siguin (xpi)i≥1 ⊆ X una successio´ i ρ una representacio´ irreductible de G. Suposem
que L(ρ, s) e´s meromorfa per <(s) ≥ 1 i no s’anul·la ni te´ cap pol excepte potser en s = 1. Aleshores
la successio´ (xpi)i≥1 e´s µ-equidistribu¨ıda sobre X si i nome´s si per a tota representacio´ irreductible
no trivial ρ de G, L(ρ, s) es pot estendre a una funcio´ holomorfa en <(s) ≥ 1 que no s’anul·la en
s = 1.
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Demostracio´. Sigui χ el cara`cter de la representacio´ ρ. Demostrarem primer el segu¨ent resultat:
L(ρ, s) es pot estendre a una funcio´ holomorfa que no s’anul·la en <(s) ≥ 1 si i nome´s si∑
N(pi)≤n
χ(xpi) = o
( n
log n
)
, n→∞.
Si λij so´n els valors propis de ρ(xpi) per a j = 1, . . . , n, podem escriure
L(ρ, s) =
∏
i≥1
d∏
j=1
1
1− λijN(pi)−s .
La derivada logar´ıtimica de L(ρ, s) e´s
L′(ρ, s)
L(ρ, s)
= −
∑
i≥1
d∑
j=1
∑
m≥1
λmij log(N(pi))
N(pi)ms
= −
∑
i≥1
∑
m≥1
χ(xmpi) log(N(pi))
N(pi)ms
.
Com que
∑
i≥1
∑
m≥2
log(N(pi))
|N(pi)ms| convergeix per <(s) > 12 , podem reescriure la derivada anterior com
L′(ρ, s)
L(ρ, s)
= F (s)φ(s),
on φ(s) e´s una funcio´ holomorfa per <(s) > 12 i
F (s) = −
∑
i≥1
χ(xpi) log(N(pi))
N(pi)s
.
Per hipo`tesis, L(ρ, s) e´s meromorfa per <(s) ≥ 1, no te´ pols i no s’anul·la excepte potser un zero
en s = 1 d’ordre −c. Aleshores L′(ρ,s)L(ρ,s) e´s meromorfa per <(s) ≥ 1 amb potser un pol simple en
s = 1 de residu c. Com que φ(s) e´s holomorfa per <(s) > 12 , llavors F (s) tambe´ e´s meromorfa per<(s) ≥ 1 amb com a molt un pol simple en s = 1 de residu c.
Necessitarem el teorema de Wiener–Ikehara, que diu que si F (x) e´s una funcio´ no negativa
mono`tona decreixent definida per a x ∈ R+ per la qual la integral ∫∞
0
e−xsF (x)dx convergeix en el
semipla` <(s) > 1 a una funcio´ anal´ıtica en <(s) ≥ 1 excepte per un pol simple a s = 1 de residu 1,
aleshores
lim
x→∞ e
−xF (x) = 1.
Si l’apliquem a la funcio´ F (s), obtenim∑
N(pi)≤n
χ(xpi) log(N(pi)) = cn+ o(n), n→∞.
Fent servir el truc de sumacio´ d’Abel arribem a∑
N(pi)≤n
χ(xpi) = c
n
log n
+ o
( n
log n
)
, n→∞
i hem provat el resultat desitjat.
Finalment, el teorema es dedueix a partir d’aquest resultat, el corol·lari 3.27 i el teorema dels
nombres primers, que ens diu que el nombre de primers pi tals que N(pi) ≤ n e´s nlogn quan n →∞.
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Observem que quan G e´s un grup abelia` finit, les representacions irreductibles so´n precisament
els cara`cters irreductibles. A la seccio´ 3.1 hem vist que en efecte L(χ, s) es pot estendre a una funcio´
holomorfa en <(s) ≥ 1 no nul·la en s = q, i per tant pel teorema 3.29 tenim l’equidistribucio´ de la
successio´ (xpi).
Finalment, per connectar aquest teorema amb un resultat ja vist, com a consequ¨e`ncia recuperem
el teorema de Chebotarev enunciat al primer cap´ıtol:
Corol·lari 3.30. Sigui L/k una extensio´ finita de Galois, G = Gal(L/k), i sigui P la successio´ de
primers de k que no ramifiquen ordenats per norma. Aleshores la successio´ (conjL(Frobp))p∈P e´s
equidistribu¨ıda en conj(G). En particular, es compleix el teorema de Chebotarev (1.12).
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Cap´ıtol 4
La conjectura de Sato–Tate
Un cop hem presentat les corbes el·l´ıptiques, les se`ries L i l’equidistribucio´, ens trobem en condicions
d’enunciar i demostrar la conjectura de Sato–Tate, distingint els casos CM i no CM. Finalment,
reenunciarem el resultat en termes de teoria de grups.
4.1 Multiplicacio´ complexa en corbes el·l´ıptiques
Com hem vist en la seccio´ 2.2, l’anell d’endomorfismes d’una corba el·l´ıptica E pot ser isomorf a
 Z,
 un ordre en un cos quadra`tic imaginari, o
 un ordre en una a`lgebra de quaternions sobre Q.
Recordem que l’u´ltim cas nome´s pot passar si la corba esta` definida sobre un cos de caracter´ıstica
positiva. En particular, no pot passar sobre Q, que e´s on ho estudiarem de manera natural.
Quan End(E) e´s me´s gran que Z, direm que la corba te´ multiplicacio´ complexa, o simplement
CM. Per entendre be´ el que vol dir tenir un anell d’endomorfismes gran, pensarem els punts d’u-
na corba el·l´ıptica sobre C, E(C), com el quocient C/Λ, on Λ = Ze1 ⊕ Ze2 e´s un reticle, i e1, e2 so´n
una R-base de C. Al cap´ıtol 5 veurem amb detall els motius pels quals aquesta identificacio´ te´ sentit.
Considerem un endomorfisme ψ diferent de la multiplicacio´ per un enter, ψ : E(C) → E(C), el
qual ens do´na una aplicacio´ holomorfa
f : C/Λ −→ C/Λ.
Pel fet de ser holomorfa, e´s anal´ıtica, i en consequ¨e`ncia la podem representar amb una se`rie de
pote`ncies convergent
f(z) = b0 + b1z + b2z
2 + b3z
3 + . . .
en un entorn del 0. I per ser un homomorfisme, per a dos complexos z1, z2 d’un entorn del zero,
f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2) en C/Λ, o equivalentment,
f(z1 + z2)− f(z1)− f(z2) ∈ Λ.
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Si f no fos constant, la imatge d’un obert hauria de ser un obert. Tanmateix, Λ no conte´ cap obert
no buit al ser un conjunt discret. De manera que f e´s constant. Si evaluem en z1 = z2 = 0, veiem
que e´s −b0. A me´s, de f(0) = 0 podem deduir b0 ∈ Λ, assumir b0 = 0, i concloure
f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2)
per a tot z1, z2 propers a 0.
Si calculem els endomorfismes que compleixen la condicio´ anterior, veiem que so´n de la forma
f(z) = cz,
per a una certa c ∈ C no arbitra`ria. Ate`s que f e´s una aplicacio´ en el quocient, si prenem dos
representants w1, w2 de la mateixa classe, han de tenir la mateixa imatge. Aix´ı doncs, en C/Λ es
compleix
f(w1) = f(w2)⇔ cw1 = cw2 ⇔ c(w1 − w2) ∈ Λ.
Per tant, el nombre c ∈ C ha de satisfer la restriccio´
cΛ ⊂ Λ.
Quan c ∈ Z, sempre e´s certa. D’aqu´ı surt el nom de multiplicacio´ complexa, perque` per a que la
corba tingui me´s endomorfismes a part de la multiplicacio´ per un enter, ha d’existir algun c ∈ C \Z
que satisfaci la condicio´ anterior, obtenint l’endomorfisme multiplicacio´ per un complex f(z) = cz.
Un exemple t´ıpic de corba el·l´ıptica amb CM e´s E : y2 = x3 + x sobre Q(i), amb l’endomorfisme
ψ(x, y) = (−x, iy).
De fet, la teoria de la multiplicacio´ complexa es fa servir per construir l’extensio´ abeliana maxi-
mal d’un cos quadra`tic imaginari. En [24, Cap´ıtol 6], trobem un exemple de com fer-ho per a Q(i)
utilitzant precisament la corba el·l´ıptica E : y2 = x3 + x.
En aquest cap´ıtol veurem que quan una corba el·l´ıptica te´ CM, la demostracio´ de la conjectura
de Sato–Tate e´s ben coneguda i es pot entendre en termes d’uns certs cara`cters i unes funcions L
associades. En canvi, si no te´ CM e´s forc¸a me´s complicada.
4.2 Sato–Tate per a corbes el·l´ıptiques amb CM
Quan tenim una corba el·l´ıptica definida sobre un cos k amb CM, podem distingir dos casos segons
si k conte´ el cos de multiplicacio´ complexa o no. En la primera situacio´, la conjectura de Sato–Tate
s’enuncia de la segu¨ent manera:
Teorema 4.1 (Conjectura de Sato–Tate per a corbes amb CM sobre k). Siguin k un cos i E/k una
corba el·l´ıptica de conductor f amb multiplicacio´ complexa sobre k. Sigui P la successio´ de primers
de k que no divideixen f ordenats per norma. Sigui xp := apN(p)1/2 ∈ [−2, 2] la trac¸a de l’element de
Frobenius de Ep normalitzada per a cada p ∈ P . La successio´ (xp) esta` equidistribu¨ıda en [−2, 2]
respecte la mesura
µCM :=
1
pi
dz√
4− z2 .
L’exemple me´s habitual d’aquesta situacio´ e´s un cos quadra`tic imaginari k i una corba el·l´ıptica
definida sobre aquest cos quadra`tic imaginari pel qual te´ CM.
Per provar 4.1, neccesitem definir-nos els cara`cters de Hecke i la seva funcio´ L associada.
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Definicio´ 4.2. Siguin L un cos de nombres, OL el seu anell d’enters i I, J,M ⊂ OL ideals. Un
cara`cter de Hecke mo`dul M e´s una aplicacio´ ψ dels ideals fraccionaris de OL als nombres complexos,
e´s a dir, dels ideals A pels quals existeix x ∈ OL no nul tal que xA ⊆ OL a C, que satisfa`:
(i) ψ(OL) = 1,
(ii) ψ(I) 6= 0 si i nome´s si no hi ha cap ideal primer que divideixi I i M,
(iii) ψ(IJ) = ψ(I)ψ(J).
Aquesta definicio´ generalitza el concepte de cara`cter de Dirichlet. Ana`logament a com hav´ıem
fet a 3.1, podem considerar el conductor d’un cara`cter de Hecke, al que denotarem f. Considerem
un cara`cter de Dirichlet qualsevol χ : (Z/nZ)× → C×. Prenem L = Q, OL = Z, i definim f = nZ.
Tenint en compte que Z e´s un domini d’ideals principals, es pot veure que efectivament, el cara`cter
ψχ : {ideals fraccionaris de Z} −→ C
(α) 7−→ χ(|α|),
esta` ben definit i e´s un cara`cter de Hecke de conductor f.
Definicio´ 4.3. Sigui ψ un cara`cter de Hecke. La funcio´ L de Hecke associada a ψ e´s
L(ψ, s) :=
∏
p-f
1
1− ψ(p)N(p)−s .
La nocio´ de funcio´ L de Hecke tambe´ este´n la de funcio´ L de Dirichlet, vista a la proposicio´ 3.10.
El proper lema ens do´na un resultat d’equidistribucio´ d’una certa successio´ definida per un
cara`cter de Hecke, que veurem que sera` la successio´ (xp) de l’enunciat del teorema 4.1.
Lema 4.4. Sigui ψ un cara`cter de Hecke de conductor f. Sigui (xp) la successio´ indexada pels
primers p - f ordenats per norma amb xp := ψ(p)|ψ(p)| ∈ U(1). Aleshores (xp) esta` equidistribu¨ıda en
U(1).
Demostracio´. Veure [25, Lema 2.15].
Tornant a la nostra corba el·l´ıptica E/k de conductor f, un resultat cla`ssic de Deuring (veure
[23, Teorema II.10.5]) ens garanteix l’existe`ncia d’un cara`cter de Hecke adient ψE de k de conductor
f tal que per a cada p - f tenim |ψE(p)| = N(p)1/2 i ψE(p) + ψE(p) = ap, on
ap := tr(Frobp) = N(p) + 1−#Ep(Fp) ∈ Z.
Fent servir aixo` i el lema anterior, podem demostrar la conjectura de Sato–Tate per a corbes amb
CM:
Demostracio´. (Conjectura de Sato–Tate per a corbes amb CM sobre k, 4.1) Pel lema anterior,
tenim que la successio´ ( ψE(p)
N(p)1/2
)p∈P e´s equidistribu¨ıda en U(1). En la proposicio´ 3.28, hem vist que
l’aplicacio´ u 7→ u + u ens do´na la mesura de Haar µCM de U(1) en [−2, 2]. Per a cada p ∈ P , la
imatge de ψE(p)
N(p)1/2
per l’aplicacio´ esmentada e´s
ψE(p)
N(p)1/2
+
ψE(p)
N(p)1/2
=
ap
N(p)1/2
= xp.
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Un cop vista la conjectura quan k conte´ el cos de multiplicacio´ complexa, vegem el cas contrari.
Primer de tot, considerem k = Q, i sigui L el cos de CM. Recordem que Ep e´s la reduccio´ de la
corba mo`dul p (2.2). Pels primers de L que no ramifiquen, tenim dues possibilitats:
 Si p e´s inert, l’a`lgebra d’endomorfismes de Ep conte´ dos cossos quadra`tics imaginaris: el
corresponent al de multiplicacio´ complexa L, i el generat per l’endomorfisme de Frobenius.
Aixo` implica que l’a`lgebra d’endomorfismes e´s una a`lgebra de quaternions, i per tant Ep e´s
supersingular. De fet, es pot veure que ap = 0, i per tant xp = 0 (veure [22, Cap´ıtol 5]).
 Si p = pp, e´s a dir, descomposa, Ep ∼= Ep, i per tant tenim ap = ap.
Pel teorema de Chebotarev (1.12), els conjunts de primers inerts i que descomposen tenen tots
dos densitat 1/2. Per tant, la conjectura de Sato–Tate es formula de forma natural sobre Q de la
segu¨ent manera:
Teorema 4.5 (Conjectura de Sato–Tate per a corbes amb CM sobre L). Sigui E/Q una corba
el·l´ıptica de conductor N amb multiplicacio´ complexa sobre un cos L. Sigui P la successio´ de primers
de Q que no divideixen N ordenats per norma. Sigui xp := ap√p ∈ [−2, 2] la trac¸a de l’element de
Frobenius de Ep normalitzada per a cada p ∈ P . La successio´ (xp) esta` equidistribu¨ıda en [−2, 2]
respecte la mesura
1
2
δ0 +
1
2
µCM,
on δ0 e´s la delta de Dirac en el zero i µCM =
1
pi
dz√
4−z2 .
Si k 6= Q e´s un cos que no conte´ L, se segueix el mateix raonament i obtenim el mateix resultat
pero` en kL: la meitat dels primers descomposen i la meitat so´n inerts, i la conjectura de Sato–Tate
s’enuncia de forma similar.
4.3 Sato–Tate per a corbes el·l´ıptiques sense CM
Ara volem veure la conjectura de Sato–Tate per a corbes el·l´ıptiques que no tenen multiplicacio´
complexa. Veurem la demostracio´ per a corbes el·l´ıptiques definides sobre Q, tot i que es coneix
per a corbes sobre cossos totalment reals, que so´n cossos de nombres pels quals la imatge de tot
capbussament d’ell mateix en C esta` inclosa en els reals, i sobre extensions quadra`tiques imagina`ries
de cossos totalment reals. Ara per ara, el cas general e´s conegut u´nicament per a cossos de nombres
de grau 1 i 2. L’enunciat sobre Q e´s el segu¨ent:
Teorema 4.6 (Conjectura de Sato–Tate per a corbes sense CM). Sigui E/Q una corba el·l´ıptica
sense multiplicacio´ complexa, i sigui (xp) la successio´ definida per xp :=
ap√
p ∈ [−2, 2]. Aleshores
lim
N→∞
#{p ≤ N | xp ∈ [a, b]}
#{p ≤ N} =
1
2
∫ b
a
√
4− t2dt.
Primer de tot, sigui
G = SU(2) := {
(
α −β
β α
)
| α, β ∈ C, αα+ ββ = 1}.
4.3. SATO–TATE PER A CORBES EL·LI´PTIQUES SENSE CM 39
Les representacions irreductibles ρm de G so´n les pote`ncies m-e`simes de la representacio´ natural
donada per la inclusio´ SU(2) ⊆ GL(2,C). El conjunt de les classes de conjugacio´ de G, X := conj(G),
esta` format per elements que es poden representar com(
eiθ 0
0 e−iθ
)
, θ ∈ [0, pi].
Cada element de C(X) es pot veure com una funcio´ f(θ) cont´ınua. Considerem la mesura de Haar
de G en X
µ :=
2
pi
sin2 θdθ,
e´s a dir, per a cada f ∈ C(X),
µ(f) =
2
pi
∫ pi
0
f(θ) sin2 θdθ.
Si E/Q e´s una corba el·l´ıptica sense CM i P la successio´ de primers p que no divideixen el
conductor f de E, considerem per a cada p l’element xp ∈ X corresponent a θp ∈ [0, pi] tal que
2 cos θp
√
p = ap = p+ 1−#Ep(Fp)
e´s la trac¸a del Frobenius de Ep.
Si repassem tot el que hem definit fins ara en aquesta seccio´, veiem que ens trobem en les
condicions del teorema 3.29 amb G = SU(2), X = conj(G), k = Q, una successio´ P ordenada per
norma, (xp) ⊂ X, i per a cada enter m ≥ 1 tenim ρm : G → GL(m + 1,C) amb la seva funcio´ L
associada,
L(ρm, s) :=
∏
p-f
det(1− ρm(xp)p−s)−1 =
∏
p-f
m∏
k=0
(1− ei(m−2k)θpp−s)−1.
Si per a cada p - f prenem les arrels del polinomi T 2−apT +p, o sigui, αp = eiθp√p i la conjugada
αp, i definim
L1m(s) :=
∏
p-f
m∏
r=0
(1− αm−rp αrpp−s)−1,
aleshores tenim
L(ρm, s) = L
1
m(s−m/2).
Si suposem que L1m(s) e´s holomorfa i diferent de 0 en <(s) ≥ 1 + m/2, tenim que L(ρm, s)
tambe´. El teorema 3.29 ens diu que (xp) e´s µ-equidistribu¨ıda i per tant la conjectura de Sato–Tate
e´s certa. A continuacio´ explicarem, sense entrar en els detalls, com veure que la suposicio´ anterior,
anomenada conjectura de Tate, e´s correcta.
Per fer-ho, e´s necessari parlar de formes modulars. So´n un tipus de funcions complexes que tenen
molt bones propietats, com per exemple, que podem expressar-les en se`ries de Fourier de tal manera
que els coeficients corresponents estan en bijeccio´ amb un conjunt amb el que portem treballant tot el
treball: els nombres ap, les traces dels endomorfismes de Frobenius. La teoria sobre formes modulars
es va comenc¸ar a desenvolupar al segle XIX, relacionada amb l’estudi de les funcions el·l´ıptiques.
Me´s endavant, es va veure la seva importa`ncia en la teoria de nombres, amb la formulacio´ del teorema
de modularitat, que precisament ens do´na la corresponde`ncia esmentada.
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Definicio´ 4.7. Una forma modular de pes k ∈ Z pel grup de matrius 2 × 2 de determinant 1,
SL(2,Z), e´s una funcio´ holomorfa f : H → C del semipla` superior complex als complexos tal que
satisfa` l’equacio´ funcional
f(γz) = (cz + d)kf(z), ∀γ =
(
a b
c d
)
∈ SL(2,Z)
i e´s holomorfa a l’infinit.
A la definicio´, entenem que holomorfa a l’infinit significa que podem expressar-la amb se`ries
de Fourier de la forma f(z) =
∑
n≥0 ane
2piinz. Dins les formes modulars hi ha un subespai, el de
les formes modulars cuspidals, per a les que el primer coeficient de la se`rie de Fourier e´s a0 = 0, i
aquestes so´n les que es relacionen amb les corbes el·l´ıptiques.
Es poden definir formes modulars sense exigir que l’equacio´ anterior es compleixi per a tota matriu
de SL(2,Z), n’hi ha prou en demanar-ho per a un subgrup. De fet, per demostrar la conjectura de
Sato–Tate es fan servir formes modulars definides pel subgrup de matrius
Γ0(N) = {
(
a b
c d
)
∈ SL(2,Z) | c ≡ 0 mod N}.
A me´s, de forma natural, les formes modulars tenen associades una representacio´ de Galois, i per
tant una funcio´ L. Aquest fet e´s clau per a la nostra demostracio´.
El teorema de modularitat va ser conjecturat per primera vegada els anys 60, conegut com la
conjectura de Shimura–Taniyama, i poc temps despre´s, Weil va demostrar que era consequ¨e`ncia
d’una conjectura sobre funcions L de corbes el·l´ıptiques, i va passar a cone`ixer-se com la conjectura
de Shimura–Taniyama–Weil. El 1986, Frey va relacionar-la amb el famo´s u´ltim teorema de Fermat.
A partir del seu estudi, Serre i Ribet van acabar de demostrar que l’u´ltim teorema de Fermat era
consequ¨e`ncia de la conjectura (veure [15]). A finals de segle, amb ajuda de Taylor i altres matema`tics,
Wiles va demostrar-la per a corbes el·l´ıptiques que no tenen mala reduccio´ additiva, anomenades
semiestables, i la va fer servir per provar el teorema de Fermat (veure [27]). El cas general va ser
resolt per Breuil, Conrad, Diamond i Taylor l’any 2001. L’enunciat e´s el segu¨ent:
Teorema 4.8 (Teorema de modularitat). Per a tota corba el·l´ıptica E sobre Q existeix una forma
modular f de pes 2 tal que la se`rie L de E i la se`rie L de f coincideixen.
Demostracio´. Veure [2].
Equivalentment, existeix una forma modular f tal que, si f(z) =
∑
n≥1 ane
2piinz, els coeficients
de Fourier so´n precisament els valors ap = #E(Fp) quan p e´s un primer de bona reduccio´ per E.
De fet, les se`ries L de les que parla el teorema de modularitat, so´n
L(E, s) = L(f, s) =
∏
p-f
(1− app−s + p1−2s)−1 =
∏
p-f
1∏
r=0
(1− α1−rp αrpp−s)−1 = L11(s),
on αp i αp so´n les arrels de T
2 − apT + p.
Gra`cies a propietats de les se`ries L de les formes modulars, es pot provar que L1m(s) e´s holomorfa
i no s’anul·la en <(s) ≥ 3/2. I, en conclusio´, la conjectura de Sato–Tate (4.6) e´s certa.
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4.4 Formulacio´ axioma`tica
En seccions anteriors, hem vist que hi ha tres distribucions de Sato-Tate relacionades amb diferents
mesures de Haar en conj(G) per a cert grup compacte G ⊆ SU(2). Les possibilitats so´n:
(a) G = U(1) amb la mesura µ(θ) = 1pidθ, quan tenim una corba amb CM definida sobre un cos
que conte´ el cos de CM.
(b) G = N(U(1)) amb la mesura µ(θ) = 12pidθ +
1
2δpi/2, quan tenim una corba amb CM definida
sobre un cos que no conte´ el cos de CM.
(c) G = SU(2) amb la mesura µ(θ) = 2pi sin
2 θdθ, quan tenim una corba que no te´ CM.
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s relacionar la corba E amb un grup G de manera que sigui un
invariant aritme`tic de la corba, sense dependre dels resultats d’equidistribucio´ vistos en el cap´ıtol
anterior. Volem seguir un procediment similar al del primer cap´ıtol, quan a partir d’un polinomi
f ∈ Z[x] ten´ıem una representacio´ de Galois ρf : Gal(Q/Q) → GL(d,C) que ens determinava
Gf ⊆ GL(d,C) i conj(Gf ). Al final acaba`vem amb una successio´ (ρf (Frobp)) que, per Chebotarev,
sabem que e´s equidistribu¨ıda.
Ara, el que volem e´s, a partir d’una corba E sobre un cos de nombres K, trobar un grup
G ⊆ SU(2) que, a trave´s d’una representacio´ de Galois de E, ens proporcioni una aplicacio´ p →
xp ∈ X := conj(G) tal que l’element xp es relacioni directament amb la quantitat ap. Aix´ı doncs, la
conjectura de Sato–Tate s’enuncia dient que la successio´ (xp) esta` equidistribu¨ıda en X.
Com hem comentat a l’inici de l’apartat, aquest grupG sera` un dels tres mencionats anteriorment,
i l’anomenarem grup de Sato–Tate de E, ST(E).
Recordem l’apartat 2.4, on hem definit el mo`dul de Tate de E, T`(E) = lim←−nE[`
n], que ens
permetia treballar sobre Z` a trave´s de la representacio´ ρ` : G→ Aut(T`(E)) ∼= GL(2,Z`).
Definicio´ 4.9. El mo`dul de Tate racional de E e´s
V`(E) = T`(E)⊗Z Q.
Amb V`(E), obtenim la imatge de G per ρ`, G` ⊆ GL(2,Q`).
Definicio´ 4.10. El grup `-a`dic de monodromia de E, Gzar` , e´s la clausura de Zariski de G` en
GL(2,Q`).
Considerem ara el subgrup G1,zar` ⊆ Gzar` imposant la condicio´ M tΩM = Ω, amb Ω =
(
0 −1
1 0
)
.
Aquesta condicio´ ens esta` imposant una forma simple`ctica en V`, una aplicacio´ bilinear de mo`duls
no degenerada alternada, i ens assegura que G1,zar` e´s un Q`-subgrup algebraic contingut en el grup
simple`ctic Sp(2), que so´n les matrius 2 × 2 que satisfan aquesta condicio´. En aquesta dimensio´,
Sp(2) = SL(2), de manera que podr´ıem simplificar la restriccio´ anterior demanant detM = 1. En el
proper cap´ıtol veurem que, degut a que la inclusio´ Sp(2n) ⊂ SL(2n) e´s estricta ∀n > 1, en dimensions
superiors e´s necessari expressar-la en termes d’una forma simple`ctica.
Sigui ι : Q` → C un capbussament, i definim G1,zar`,ι a partir de G1,zar` fent un canvi de base via ι.
Aleshores tenim G1,zar`,ι (C) ⊆ SL(2), que conte´ un subgrup maximal compacte u´nic llevat conjugacio´
al que anomenem H1,zar`,ι .
Definicio´ 4.11. El grup de Sato–Tate de E, ST(E) := H1,zar`,ι ⊆ SU(2).
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E´s molt important observar que hem aconseguit un grup, ST(E), que tot i que per construir-lo
hem necessitat fer tries com ara el primer ` o el capbussament ι, depe`n u´nicament de la corba E.
Per cada primer p de bona reduccio´ per E tal que p - `, sigui Mp la imatge de Frobp per
Gal(K/K)
ρ`−→ G` ↪→ Gzar` (Q`) ↪→ Gzar`,ι (C),
on l’u´ltima inclusio´ ve donada per ι. Prenem la classe Mp = Mp/N(p)1/2, una matriu de trac¸a
ap
N(p)1/2
∈ [−2, 2], determinant 1 i valors propis e±iθp . L’angle θp ens determina una u´nica classe
llevat conjugacio´ en ST(E), e´s a dir, un element xp ∈ X := conj(ST(E)).
En aquest context, la conjectura de Sato–Tate e´s equivalent a que (xp) estigui equidistribu¨ıda
en X. O sigui, l’hem aconseguit enunciar sense tenir en compte si la corba te´ CM o no, l’u´nica
difere`ncia e´s la mesura per la qual la successio´ e´s equidistribu¨ıda. El proper teorema ens indica quin
grup de Sato–Tate correspon a cada situacio´:
Teorema 4.12. Sigui E una corba el·l´ıptica sobre un cos de nombres k. Llevat conjugacio´, tenim:
ST(E) =

U(1) si E te´ CM definida sobre k,
N(U(1)) si E te´ CM no definida sobre k,
SU(2) si E no te´ CM,
on U(1) ⊂ SU(2) mitjanc¸ant el capbussament u 7→
(
u 0
0 u
)
.
Demostracio´. Si E te´ CM definida sobre k, aleshores G` e´s abelia`. Aixo` e´s degut a que l’extensio´
k(E[`∞]) e´s abeliana (veure [23]). Aquest resultat e´s com el conegut teorema de Kronecker–Weber,
que diu que tota extensio´ abeliana de Q esta` continguda en alguna extensio´ cicloto`mica, pero` per a
cossos quadra`tics imaginaris.
Per tant, el grup G` esta` inclo`s en un subgrup de Cartan (un subgrup maximal abelia`) de
GL(2,Q`), que en Gzar`,ι (C) e´s conjugat del grup de matrius diagonals. Aquest fet implica que el grup
de Sato–Tate ST(E) e´s conjugat de U(1), el subgrup de matrius diagonals de SU(2).
Si E te´ CM no definida sobre k, aleshores G` no esta` contingut en un subgrup de Cartan de
GL(2,Q`), sino´ en el normalitzador. En aquest cas, seguint el raonament anterior, ST(E) e´s conjugat
del normalitzador N(U(1)) de U(1) en SU(2).
Si E no te´ CM, pel teorema de la imatge oberta de Serre (veure [18] i [20]) tenim que G` e´s un
subgrup d’´ındex finit de GL(2,Z`). Per tant, G1,zar` = SL(2), que implica ST(E) = SU(2).
Cap´ıtol 5
Generalitzacio´ per a varietats
abelianes
Per acabar, veurem la conjectura de Sato–Tate per a varietats abelianes. E´s una generalitzacio´
natural de tota la teoria presentada fins ara sobre corbes el·l´ıptiques, ja que, en particular, una
corba el·l´ıptica e´s una varietat abeliana de dimensio´ 1. Finalment, igual que en el cap´ıtol anterior,
definirem el grup de Sato–Tate d’una varietat abeliana i estudiarem el problema de classificacio´,
que consisteix en trobar els grups que poden apare`ixer com a grups de Sato–Tate d’una varietat
abeliana.
5.1 Varietats abelianes
Definicio´ 5.1. Una varietat abeliana sobre un cos k e´s una varietat algebraica completa A definida
sobre k juntament amb un punt k-racional O ∈ A(k) i els morfismes definits sobre k
m : A×A −→ A,
i : A −→ A,
que satisfan les propietats de grup.
La completesa en una varietat algebraica e´s una propietat ana`loga a la compacitat en un espai
topolo`gic. Significa que per a tota subvarietat B ⊂ A, la projeccio´ pi : A× B → B e´s una aplicacio´
tancada. De la completesa es prova que la llei de grup e´s commutativa.
A continuacio´, estudiarem les varietats abelianes sobre C. El conjunt A(C) te´ estructura de
grup de Lie complex, e´s una varietat complexa on les operacions de grup so´n holomorfes. De fet,
e´s un grup de Lie connex compacte. Fent servir les propietats d’aquests grups podrem veure que
la llei de grup efectivament e´s commutativa i que una varietat abeliana sobre C e´s un tor complex.
Per veure-ho, recordem alguns conceptes sobre a`lgebres de Lie i les definicions de reticle i tor complex.
Sigui T un grup de Lie complex amb neutre e. Sigui V = Lie(T ) l’a`lgebra de Lie associada a T ,
que e´s un espai vectorial de dimensio´ igual a la dimensio´ de T com a varietat.
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Per a cada vector tangent v ∈ V hi ha un u´nic morfisme λv : C→ T tal que λv(0) = e i la seva
derivada en zero compleix ( ∂∂t )0 7→ v. Definim l’aplicacio´ exponencial
exp : V −→ T
v 7−→ λv(1).
Proposicio´ 5.2. Sigui T un grup de Lie complex connex compacte i considerem V = Lie(T ).
Aleshores,
1. la llei de grup sobre T e´s commutativa,
2. exp : V → T e´s un morfisme de grups de Lie,
3. el morfisme exp e´s exhaustiu, i
4. ker(exp) e´s un reticle del C-espai vectorial V i T e´s un tor complex.
Recordem que un reticle d’un C-espai vectorial V de dimensio´ g e´s un subgrup Ze1⊕ · · · ⊕Ze2g,
on e1, . . . , e2g ∈ V so´n vectors R-linealment independents.
Proposicio´ 5.3. Un subgrup Λ de V e´s un reticle de V si i nome´s si Λ e´s discret i T = V/Λ e´s
compacte amb la topologia quocient.
Definim les funcions holomorfes en aquest quocient, donant-li estructura de varietat complexa,
de la segu¨ent manera: f : U → C en U ⊆ T obert e´s holomorfa si i nome´s si f ◦pi e´s holomorfa sobre
pi−1(U), on pi : V → T e´s la projeccio´ cano`nica. El grup de Lie obtingut s’anomena tor complex.
De la proposicio´ anterior es despre`n el que vol´ıem veure:
Corol·lari 5.4. Sigui A una varietat abeliana sobre C. Aleshores A e´s un grup abelia` i A(C) e´s un
tor complex.
Una vegada vist que tota varietat abeliana e´s un tor complex, ens preguntem en quines condicions
el rec´ıproc e´s cert.
Definicio´ 5.5. Una forma hermı´tica sobre V e´s una aplicacio´
H : V × V −→ C
C-bilineal en la primera variable i tal que H(z, w) = H(w, z).
Definicio´ 5.6. Una forma de Riemann respecte un reticle Λ de V e´s una forma hermı´tica H :
Cg × Cg → C tal que E(Λ× Λ) ⊂ Z, on E = =(H) : Cg × Cg → R e´s la part imagina`ria de H.
Teorema 5.7. Un tor complex V/Λ e´s una varietat abeliana si i nome´s si existeix una forma de
Riemann respecte Λ definida positiva.
En el cas general, quan considerem una varietat abeliana A sobre un cos qualsevol k, la condicio´
necessa`ria i suficient es tradueix a que A tingui una polaritzacio´, un morfisme de A al seu dual A∗
exhaustiu i de nucli finit que satisfa` una certa simetria.
El primer exemple que veurem de varietat abeliana e´s el de dimensio´ 1: les corbes el·l´ıptiques.
Considerem un tor complex C/Λ, on Λ = Zλ1⊕Zλ2, i la funcio´ el·l´ıptica de Weierstrass definida com
℘(z;λ1, λ2) :=
1
z2
+
∑
(n1,n2)6=(0,0)
(
1
(z + n1λ1 + n2λ2)2
− 1
(n1λ1 + n2λ2)2
)
.
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L’aplicacio´ z 7→ (1 : ℘(z;λ1, λ2) : ℘′(z;λ1, λ2)) e´s una immersio´ holomorfa de C/Λ a P2(C).
El teorema anterior ens assegura que en efecte e´s una varietat abeliana, ja que existeix una forma
de Riemann natural sobre C respecte Λ, amb =(λ1λ2 ) > 0,
H(z1, z2) =
z1z2
λ1λ2
,
que es pot comprovar que e´s no degenerada.
L’exemple per excel·le`ncia de varietat abeliana ve donat pel que s’anomena la jacobiana d’una
corba. A una corba C de ge`nere g li podem associar una varietat abeliana de dimensio´ g, definida
com el grup de classes de divisors de grau zero Pic0(C). Per entendre els objectes que apareixen en
la definicio´, cal introduir tot un seguit de conceptes que podem trobar explicats amb detall a [10].
Si C e´s una corba llisa projectiva sobre els complexos, podem construir la seva jacobiana d’una
manera alternativa. En aquest cas, es pot veure que C(C) e´s una superf´ıcie de Riemann compacte.
Considerem l’espai vectorial de les 1-formes diferencials holomorfes, que denotem H0(C(C),Ω1C), de
dimensio´ g. Aleshores, si H1(C(C),Z) e´s el grup d’homologia singular, isomorf a Z2g, l’aplicacio´
H0(C(C),Ω1C)×H1(C(C),Z) −→ C
(ω,σ) 7−→
∫
σ
ω
permet veure H1(C(C),Z) ∼= Z2g com un reticle en el dual H0(C(C),Ω1C)∗ ∼= Cg. Definim la
jacobiana de C com el quocient
Jac(C) = H0(C(C),Ω1C)
∗/H1(C(C),Z),
i es pot provar que efectivament e´s una varietat abeliana.
5.2 La conjectura de Sato–Tate per a varietats abelianes
El nostre objectiu e´s enunciar una generalitzacio´ de la conjectura de Sato–Tate per a varietats abe-
lianes. El que farem e´s reproduir el que hem vist la seccio´ 4.4 i definir el grup de Sato–Tate d’una
varietat abeliana.
Sigui A una varietat abeliana sobre un cos k de dimensio´ g. Primer de tot, escollim un primer `
i definim el mo`dul de Tate
T`(A) := lim←−
n
A[`n],
que e´s un Z`-mo`dul lliure de rang 2g, i el mo`dul de Tate racional
V`(A) := T`(A)⊗Z Q,
un Q`-espai vectorial de dimensio´ 2g. A partir de la representacio´ de Galois
ρ` : Gal(k/k)→ Aut(V`(A)) ∼= GL(2g,Q`),
definim G` com la seva imatge. Prenem G
zar
` , la clausura de Zariski de G` en GL(2g,Q`), i imposant
la restriccio´ simple`ctica M tΩM = Ω obtenim G1,zar` , un Q`-subgrup algebraic de Sp(2g). Escollim
un capbussament ι : Q` → C i definim G1,zar`,ι .
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El grup de Sato–Tate ST(A) ⊆ USp(2g) := Sp(2g) ∩ U(2g) el definim com el subgrup compacte
maximal de G1,zar`,ι (C), que e´s u´nic llevat conjugacio´.
Per a cada primer de bona reduccio´ p - `, considerem la imatge de l’element de Frobenius
Frobp en G
1,zar
`,ι i l’anomenem Mp. Definim xp ∈ conj(ST(A)) com la classe de conjugacio´ de
Mp := N(p)
−1/2Mp en ST(A). L’u´ltim pas e´s va`lid per dos motius:
1. El grup G` ⊂ GL(2g,Q`) en realitat esta` contingut en GSp(2g,Q`), anomenat grup de simili-
tuds simple`ctiques, definit per la condicio´ λM tΩM = Ω, amb Ω =
(
0 −Ig
Ig 0
)
, on λ ∈ GL(1).
Cal remarcar aquest pas ja que per a g > 1, la inclusio´ GSp(2g) ⊆ GL(2g) e´s estricta.
2. Mp e´s diagonalitzable. D’aquesta manera, Mp tambe´, amb valors propis de valor absolut 1.
En consequ¨e`ncia, Mp pertany a un subgrup compacte de G
1,zar
`,ι , que per forc¸a sera` conjugat
d’un subgrup de ST(A).
Si el ge`nere e´s 1, aquesta construccio´ del grup de Sato–Tate e´s exactament la mateixa que hav´ıem
vist al final del cap´ıtol anterior.
Observem que per definir-nos el grup de Sato–Tate hem fet dues tries: el primer ` i el capbus-
sament ι. Per a g ≤ 3 esta` demostrat que ST(A) e´s independent dels ` i ι escollits, pero` e´s un
problema obert en general.
Finalment, podem enunciar la conjectura de Sato–Tate per a varietats abelianes:
Conjectura 5.8. Sigui A una varietat abeliana sobre un cos de nombres k, i sigui ST(A) el seu
grup de Sato–Tate. Sigui (xp) la successio´ normalitzada de les classes de conjugacio´ dels elements
de Frobenius en ST(A) dels primers p de bona reduccio´ per A ordenats per norma. Aleshores (xp)
e´s equidistribu¨ıda respecte la projeccio´ de la mesura de Haar de ST(A) en conj(ST(A)).
5.3 Sato–Tate en teoria de grups
L’objectiu d’aquesta part del cap´ıtol e´s el problema de classificacio´ del grup de Sato–Tate: volem
determinar quins grups poden ser grups de Sato–Tate per a alguna varietat abeliana A. Per fer-ho,
primer ens definirem dos grups algebraics molt relacionats amb ST(A), el grup de Mumford–Tate
i el grup de Hodge, i veurem un seguit de propietats que, sota unes circumsta`ncies espec´ıfiques,
determinen que un grup pugui ser el grup ST(A) per a alguna varietat abeliana A.
Per comenc¸ar, sigui A una varietat abeliana sobre un cos k, i sigui Cg/Λ ∼= R2g/Λ el tor complex
corresponent a A(C). Considerem ΛR := Λ ⊗Z R, un espai vectorial real de dimensio´ 2g amb
estructura complexa, e´s a dir, un morfisme h : C→ End(ΛR), i ΛQ := Λ⊗Z Q.
Definicio´ 5.9. El grup de Mumford–Tate d’una varietat abeliana A de dimensio´ g, MT(A), e´s el
subgrup Q-algebraic me´s petit G de GL(ΛQ) pel qual h(C×) ⊆ G(R). El grup de Hodge de A,
Hg(A), e´s la clausura de Zariski de h(U(1)) a GL(ΛR).
De fet, Hg(A) := MT(A)∩Sp(2g). Si denotem per G0 la component identitat d’un grup algebraic
G, e´s a dir, la component connexa que conte´ l’element identitat de G, es pot comprovar el segu¨ent:
(Gzar` )
0 ⊆ MT(A)⊗Q Q`, o equivalentment, (G1,zar` )0 ⊆ Hg(A)⊗Q Q`.
Per a dimensions g ≤ 3, es coneix que les inclusions so´n en realitat igualtats (veure [1] i [13]), i de
fet, s’espera que tambe´ ho siguin per a dimensions me´s altes:
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Conjectura 5.10 (Mumford–Tate). La inclusio´ (Gzar` )
0 ⊆ MT(A)⊗Q Q` e´s una igualtat. Equiva-
lentment, la inclusio´ (G1,zar` )
0 ⊆ Hg(A)⊗Q Q` e´s una igualtat.
En [21], Serre va descriure un seguit de propietats que, en cas de que la conjectura anterior fos
certa, hauria de tenir un grup G per poder ser grup de Sato–Tate. S’anomenen els axiomes de
Sato–Tate, i si els formulem per a varietats abelianes, so´n els segu¨ents:
(ST1) Condicio´ de Lie: G e´s un subgrup tancat de USp(2g).
(ST2) Condicio´ de Hodge: existeix un subgrup H ⊆ G, anomenat un cercle de Hodge, que e´s
imatge d’un homomorfisme θ : U(1) → G0 tal que els elements θ(u) tenen valors propis u i
u−1 amb multiplicitat g. A me´s, podem escollir H de manera que els conjugats de H generen
un subgrup dens no trivial de G0.
(ST3) Condicio´ de racionalitat: per a cada component C de G i cada cara`cter irreductible χ de
GL(m,C), el valor
∫
C
χµ e´s enter, on µ e´s la mesura de Haar de G normalitzada (µ(1C) = 1).
Podem treure algunes conclusions interessants d’aquests axiomes si requerim alguna restriccio´
addicional:
1. G e´s un grup de Lie compacte, per (ST1).
2. G no pot ser un grup finit, ja que per (ST2) ha de contenir un subgrup isomorf a U(1).
3. Si G e´s connex, nome´s cal comprovar (ST1) i (ST2) perque` (ST3) sempre se satisfa`.
4. Per a dimensions g > 1, (ST3) e´s essencial, pero` per a g = 1 no aporta cap informacio´.
En general, tenim el segu¨ent resultat:
Teorema 5.11. Llevat conjugacio´, el nombre de subgrups de USp(2g) que satisfan els axiomes de
Sato–Tate e´s finit per a tota dimensio´ g ≥ 1.
Demostracio´. Veure [7, Remark 3.3].
El teorema anterior justifica l’estudi de la classificacio´ de grups de Sato–Tate. Comentarem els
casos pels quals es coneix que la conjectura de Mumford–Tate se satisfa`: per a g = 1, el problema
es redueix a l’estudi fet en la seccio´ 4.4; per a g = 2, e´s forc¸a me´s complicat, pero` esta` resolt i en
veurem sense entrar en detall el resultat; i per a g = 3 continua sent un problema obert.
Aleshores, en dimensio´ g = 1, la solucio´ al problema de classificacio´ ve donat pel segu¨ent teorema:
Teorema 5.12. Per a g = 1, els grups U(1), N(U(1)) i SU(2) so´n els u´nics grups (llevat conjugacio´)
que satisfan els axiomes de Sato–Tate.
Demostracio´. Suposem que G e´s un grup de USp(2) = SU(2) que satisfa` els axiomes de Sato–Tate.
Aleshores, G0 conte´ un conjugat de U(1), que ha de ser un grup de Lie compacte connex, sota el
capbussament u 7→
(
u 0
0 u
)
.
Es pot veure que els u´nics grups de Lie compactes no trivials de SU(2) so´n el propi SU(2) i U(1).
Aleshores, o be´ G0 = SU(2) i per tant G = SU(2), o be´ G0 e´s un conjugat de U(1). En el darrer
cas, com que la component identitat d’un grup de Lie e´s un subgrup normal d’´ındex finit, G0 ha de
ser un subgrup normal de G, i U(1) te´ ı´ndex 2 en el seu normalitzador. Per tant, quan G0 = U(1),
els u´nics grups G possibles so´n U(1) i N(U(1)).
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Observem que dels tres grups, N(U(1)) i SU(2) apareixen com a grups de Sato–Tate d’una corba
el·l´ıptica sobre Q.
Aquest teorema juntament amb el teorema 4.12 que diu que aquests tres grups so´n els u´nics que
apareixen com a grup de Sato–Tate d’una corba el·l´ıptica, donen lloc al corol·lari 5.13.
Corol·lari 5.13. Per a g = 1, un grup G satisfa` els axiomes de Sato–Tate si i nome´s si e´s el grup
de Sato–Tate d’una corba el·l´ıptica sobre un cos de nombres.
El resultat en dimensio´ g = 2, que per dificultat no demostrarem, e´s el segu¨ent:
Teorema 5.14. Per a g = 2, existeixen 55 grups (llevat conjugacio´) que satisfan els axiomes de
Sato–Tate en USp(4). Les components connexes possibles per a aquests grups so´n:
U(1),SU(2),U(1)×U(1),U(1)× SU(2),SU(2)× SU(2),USp(4).
El nombre de grups (llevat conjugacio´) per a cada component connexa e´s 32, 10, 8, 2, 2, i 1 respec-
tivament.
Demostracio´. Veure [7, Teorema 3.4].
L’ana`leg al corol·lari 5.13 pero`, no es compleix: alguns dels grups que satisfan els axiomes de
Sato–Tate no provenen d’una varietat abeliana. En concret, tenim:
Teorema 5.15. Dels 55 grups del teorema 5.14, nome´s 52 apareixen com a grups de Sato–Tate
d’una superf´ıcie abeliana sobre un cos de nombres; d’aquests, 34 apareixen com a grups de Sato-Tate
d’una superf´ıcie abeliana sobre Q.
Demostracio´. Veure [7, Teorema 1.5].
Tal com hav´ıem comentat, el problema de classificacio´ per a dimensio´ g = 3 continua obert. No
obstant, se’n coneixen els casos connexos (veure [25, Taula 2]).
En resum, hem vist quins dels grups que satisfan els axiomes de Sato–Tate poden ser, per a
una varietat abeliana A, el grup ST(A). Per acabar, e´s natural preguntar-nos l’altra implicacio´: si
G = ST(A) e´s el grup de Sato–Tate d’una varietat abeliana A, compleix necessa`riament els axiomes
de Sato–Tate? S’espera que, en efecte, aix´ı sigui, i de fet, esta` demostrat quan la conjectura de
Mumford–Tate se satisfa`:
Proposicio´ 5.16. Sigui A una varietat abeliana de dimensio´ g sobre un cos de nombres per la qual
la conjectura de Mumford–Tate e´s certa. Aleshores ST(A) satisfa` els axiomes de Sato–Tate.
Demostracio´. Veure [7, Proposicio´ 3.2].
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